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SPOSIZIONE 


DEI 


NUOVI METODI DI GEOMETRIA ANALITICA 



1. \ olendo riprendere 1’ argomento della classificazione delle curve alge- 
briche, mi sembrava opportuno di premettere i prinripii dei nuovi metodi di 
(Geometria analitica, che rendono facile lo studio delle proprietà delle curve; 
questa parte del mio lavoro si è talmente estesa da sembrarmi opportuno di 
presentarla separatamente al vostro giudicio. Desidererei che Voi trovaste che 
io abbia, con qualche utilità degli studiosi Italiani, riuniti in una chiara e si- 
stematica esposizione i calcoli inventati e promossi dai Geometri Tedeschi ed 
Inglesi, e pei quali i metodi analitici (che meglio direbbonsi algebrici) pote- 
rono gareggiare coi metodi geometrici, che tanto li avevano sopravanzati per 
opera specialmente dei Geometri Francesi. Prego mi si permettano alcune 
nuove denominazioni, delle quali spero che 1' uso mostri I' utilità ; l' indire al- 
fabetico servirà, ove occorra, a trovarne* il significato. Secondo un proposito 
fatto da qualche tempo aggiungo anche a questa memoria le citazioni dei lavori 
clic vi si riferiscono, e che almeno in parte io conosco. 

2. Mentre in Geometria vana sarebbe la distinzione tra la sintesi e 1' ana- 
lisi, che questi due processi di ragionamento vi stanno commisti e servono pro- 
miscuamente sia alla scoperta di nuove verità, sia alla loro dimostrazione, è in- 
vece abbastanza essenziale la distinzione tra metodi geometrici e metodi algebrici: . 
i primi consistono nello studio delle relazioni di figura c di quelle più semplici 
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relazioni di quantità che nulla o poco oltrepassano le proporzioni, a cui soltanto 
si aggiunge la considerazione delle grandezze infinitesime; i metodi algebrici con- 
sistono invece nell' applicazione alla Geometria della estesissima scienza delle 
quantità. Siccome 1' oggetto della Geometria è duplice : forma c grandezza, cosi 
i metodi algebrici hanno necessariamente alcun che di indiretto c di arbitrario 
nell' applicarsi allo studio della forma. Il metodo delle equipollenze e quello dei 
quaternioni partecipano in qualche maniera dei metodi geometrici e degli alge- 
brici, 1’ oggetto della Geometria vi è sottoposto a calcolo, ma questo non è un 
calcolo algebrico, chè allora riguarderebbe soltanto le quantità, bcns'i un calcolo 
speciale che riguarda ed esprime lutto I’ oggetto della Geometria (grandezza e 
posizione) siccità si presta direttamente e senza arbitrarli artificii alla risoluzione 
delle questioni geometriche. 

3. Gli antichi Geometri non avevano potuto servirsi che dei metodi geome- 
trici, le scoperte da loro fatte sono frutti del genio e di assiduo studio ; e quan- 
tunque nella ricerca delle proprietà delle sezioni del cono avessero potuto intra- 
vedere il fecondissimo principio della derivazione , pure non seppero trarne il 
partito di cui era suscettibile. I Geometri moderni possessori dell’ Algebra, po- 
tentissimo mezzo di ricerca in tutto ciò che riguardi quantità, ne fecero 1’ appli- 
cazione alla Geometria, la quale ricevette da ciò estensione e facilità mirabilissi- 
me. I metodi geometrici erano il più spesso condannati a ricercare con grande 
sforzo d’ingegno ciò che col calcolo poteva trovarsi direttamente; se non che 
Poncelet, Chasles, Steiner, ed altri Geometri moderni introdussero nella Geo- 
metria pura tale eleganza e generalità di processi da sopravanzare di gran tratto 
la Geometria analitica, nella quale sembrava che occorressero lunghissimi cal- 
coli per giungere a quelle conseguenze, che i metodi geometrici lasciano scor- 
gere quasi intuitivamente. Pure anche i metodi algebrici adottando maggior ge- 
neralità poterono a lor volta gareggiare coi metodi geometrici. 

4. Divisione della memoria. All’ esposizione dei metodi, che più propria- 
mente formano 1' oggetto di questa memoria, prepongo il metodo delle equipol- 
lenze , perche mi pare che i suoi principii vadano adottandosi dai Geometri, e ale- 
no naturale introduzione al calcolo baricentrico ed al baricentrale. Nel metodo 
delle equipollenze si hanno due parti distinte, quella che può considerarsi come 
una maniera di esprimere il calcolo baricentrico ed il metodo delle coordinate 
parallele, e quella che riguarda prodotti e rapporti di rette, ed offre per le figu- 
re piane speciali risorse non somministrate dagli antichi melodi. — Espongo 
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da poi il metodo delle coordinate Cartesiane c quello delle coordinate Pluche- 
riane : il calcolo baricentrico del Miibins può considerarsi come una generaliz- 
zazione delle coordinate Cartesiane; similmente il calcolo barìcentrale, che da 
parecchi anni avevo immaginato, porta a quella generalizzazione delle coordi- 
nale Pluchcriane, che il Salmon dice coordinate tangenziali. Acciocché la cono' 
sccnza dei metodi sia compiuta e riesca proficua, è necessario abituarsi ad ado- 
perarli; io scelgo perciò alcuni esempii relativi principalmente alle curve: collo 
stesso scopo della classificazione di queste do il modo di distinguere i punti sin- 
golari ed i punti all' infinito. — Faccio poscia vedere come i metodi delle coor- 
dinate si estendano allo spazio, e prima alle figure formate intorno ad un punto 
ossia alle figure descritte sulla sfera; aggiungo pure i principii del calcolo dei 
quaternioni. — Non parlo di proposito della teoria dello Steiner sulle figure 
elementari (cioè serie di punti in linea retta, serie di raggi passanti per un 
punto, ccc.) nè dei rapporti anarmonici , di cui fece tanto uso il Chaslcs ; per- 
chè queste teorie le considero come appartenenti ai metodi geometrici piultosto- 
chè agli algebrici. 


I. 

• « 

PRIMA PARTE DEI. METODO DELLE EQUIPOLLENZE. 

5. Principii. Coll' indicazione di una retta AB nel metodo delle equi- 
pollenze s’ intende il passaggio dal punto A al punto B, sicché AB e 
BA sono due rette bensì eguali ma di opposte direzioni, cioè 

(1) BA^ — AB , AB-4-BA~0. 

Se al passaggio indicato da AB sussegua quello indicato da BC , l'effetto 
complessivo è il passaggio da A a C , il che io scrivo così 
(2) AB + BC** AC 

ed intendo che la somma-geometrica (composta-equipollente) delle rette AB 
BC è equipollente alla AC . Credo che questa equipollenza fondamentale 
(2) fosse del tutto nuova quando io la pubblicai nel 4833; ora sotto differenti 
aspetti essa è adottata da molli Geometri, per esempio Saint- Venant, Cauchy. 
Grassmann, Hamilton. Due rette sono equipollenti, e 1’ una può scambiarsi col- 
1' altra, soltanto quando esse sono eguali parallele è dirette per lo stesso verso ; 
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ciò posto è ùtile vedere come si sommino geometricamente anche due rette che 
immediatamente non si succedono ; così per costruire la 

(3) AB-+-DE=~OR 

da un punto qualsivoglia O si tirerà una retta OPi&AB (leggasi OP 
equipollente ad AB), cioè la OP sia uguale parallela c diretta per lo stesso 
verso della AB, poi le si farà succedere la PB^sDE, eia OR (essen- 
do equipollente ad OP-f-PR) sarà la somma geometrica desiderata. 

6. Un coefficieute numerico apposto ad una retta serve a moltiplicarne la 
lunghezza mantenendone la stessa direzione ; così, per esempio, la 

(4) OM-3.AB 

significa che la OM è parallela alla AB , ha una lunghezza eguale a 3 

volte la AB , ed il passaggio da 0 ad M si fa nello stesso senso di 
quello da A a B . Se il coefficiente fosse negativo, è facile intendere, 
in forza della (1) , che esso rovescia la direzione della retta. Così, per 
esempio, la 

(5) PQ~ — 4 AB 

significa che la PQ c parallela alla AB ma diretta in senso opposto, e 

che la lunghezza della prima è la metà di quella della seconda. Poniamo 
• (6) CP-4CB , (7) 2.CQ-e — AC , 

la prima di queste equipollenze significa che il punto P appartiene alla retta 
CB , poiché altrimenti CP non potrebbe esser parallela alla CB , si 
vede pure che P è il punto di mezzo della CB , perchè CPz^fCB ; 

per la (7) CQ dev' esser parallela alla AC ma di opposta direzione (a 

motivo del segno — ) inoltre la lunghezza di AC dev'essere doppia di CQ, 
dunque Q sarà il punto di mezzo della AC . A motivo dell’ equipollen- 
za fondamentale (2) siha CP-t-PQ^CQ , ossia PQ^CQ — CP e 
sostituendovi le (6) (7) l’Q^: — -JAC — jCB^yBA , cioè la (a) è con- 

seguenza delle (6) (7), come risulta da una notissima proprietà del triangolo 
CAB, e della retta QP che ne dimezza due lati. È facile intendere come 
con questi principii si formi la somma-geometrica di quante si vogliano rette 
accompagnate da coefficienti positivi o negativi, e si rimarrà persuasi esser indif- 
ferente 1' ordine, con cui si prendono le rette, che vogliono insieme comporsi. 
Questa composizione si ricorderà più di leggieri notandone 1' analogia colla 
composizione delle forze. 

7. Congruenze. Diremo che un punto ed una retta sono congruenti quan- 
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do un putito appartiene alla retta, ossia questa passa per quello: la condizione 
di congruenza del punto K e della retta indefinita AB è espressa dal- 
1' equipollenza 

(1) AR-r.AB 

essendo r un roefliciente arbitrario ; se esso sia positivo e minore di i , 
Il cadrà tra A c B , se sia r > 1 , R starà sulla prolungazione 

della AB , e se r sia negativo, R starà sulla prolungazione della 
BA dalla parte A . Se i punti A B 11 sieno riferiti ad un punto 
C posto fuori della retta AB , la condizione di congruenza di R con 
AB è data da 

(2) CR si (1 — /■) CA -f- r. CB , 

la somma dei coefficienti di CA c di CB essendo 1' unità, cioè uguale al 
coefficiente di CR ; infatti la (1) dà (mediante la solita fondamentale (2) 
del § 5) CR — CAesr.CB — r. CA . Alla (2) può darsi la forma più 

generale 

/. CA -t- m. CB -f- n. CR -a 0 

e la condizione elle i tre punti A B 11 sieno in linea retta sarà 

0 . 

Più generalmente, se i punti R R' R" sieno legati ai tre ABC 
col mezzo delle equipollenze 

1. CA-f-m. CB-f-n- CR^O 
r. CA-t-ra'. CB + «. CR'eO 
r.CAW'.CB-f.fl".CR"^0 , 

la condizione che RR'R" sieno in linea retta si trova espressa per la teoria 
dei determinanti da- 


(3) | Imn j rz Ini ri’ — Unti — t mn" -f - 1 in"n -t- 1' mri — l'm'n— 0. 

8. Applicazione. Determinare il punto d' intersezione delle diagonali del 
trapezio ABML . La condizione di parallelismo di due lati è espressa da 
LM^/n. AB , sicché AM A L -f- m. AB ; la congruenza tra il punto 
cercato X e la diagonale AM si esprimerà con 
AX-AM-AL + m.AB 


dove il segno indica che a stabilire 1’ equipollenza manca un coefficiente 
numerico all'uno dei due membri; tal coefficiente si determinerà in guisa (§ 7) 
che X sia congruente coll’ altra diagonale BL , e perciò si avrà 


AX- 


;AL-t- 


. AB 
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9. Teorema di Pappo su 9 punti « 3 a 3 in 9 rette. Se sui lati paralleli 
del predetto trapezio ABML sieno presi i punii R N determinati da 
AR-r.AB , LN-n.AB 

l' intersezione Z delle diagonali del trapezio RBMN si troverà osservan- 
do che 

RZ~/>. RM*p. AL-f -p{m — r) AB ^p. AN -f -p(m — r — n) AB 
ed K'L'Ctr. AB -)- Wl^p. AN -+- (r-\-pm — pr — pn)\Yi 

sicché la condizione che Z sia congruente colla retta BN sarà (§ 7) 
p + r+pm — pr — pn~\ , perciò 

(* — r) AN-t- («> — ») AB (I — r) AL-f-(m — »r)AB 

— J m — r— n I-t-m — r — » 

Se in questa espressione di AZ poniamo n~r ~ 0 otteniamo la pre- 
detta (§8) AX , e se in questa mutiamo rn in j- ed AB in 
r.AB abbiamo pel punto Y intersezione delle diagonali AN RL del 
trapezio parziale ARNL 

, ,, r. AL -f- »r. AB 

Al- 

r-t-« 

£ facilissimo lo scorgere che 

(1 +m — n — r) AZ^;(1 -\-m) AX — (r + zj) AY 

la quale, essendo 1 -t -m — n — r~i+m — (r-t-n) , mostra (§ 7) che 

i tre punti X Y Z sono in linea retta. — I calcoli per determinare AZ 
sarebbero riusciti più eleganti ponendo 

x. AL-|-_v. AB-f-AZeì 0 , x. AL-)-j. AB-t-AZ^O 
— AB-hAB- 0 — r.AB-l-AR-0 

— AL — n. AB-t-AN^O — AL — m.AB-t-AM^O 


sicché le due condizioni che ZBN e ZRM sieno linee rette sarebbero state 
per la (3) del § 7 


x y i 


x y 4 

— 4 4 
— 4 —n 4 

~ — x-f-nx — y — 4=0 , 

— r 4 
— 4 — m 4 


3 ; — rx-\-mx — y — rzzO 
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colle quali si sarebbero determinate x ed y ; ma è un vantaggio del 
metodo delle equipollenze di non dover ricorrere a formule precedentemente 
stabilite, e di poter dedurre ogni conseguenza immediatamente dai principii del 
metodo. — Il presente teorema essendo projetlivo , cioè tale che si mantiene in 
ogni projezione, basta dimostrarlo pel caso di un trapezio, od anche soltanto di 
un parallelogrammo ABML (il che corrisponde ad m“'d) ed esso ri- 
mane stabilito per ogni quadrilatero, e pei due punti R N presi comunque 
sui lati opposti AB LM. 

d 0. Curve algebriche ed algebrico- razionali. Se CAB sono punti 
fissi, e le variabili x y sieno tra loro legato dall’ equazione 

(1) /(x,y)~0 

1’ equipollenza (2) CM ~x. CA -t- y. CB 

appartiene a tutti i punti M di una linea, ed è evidente che per tal modo 
questa linea viene a riferirsi agli assi coordinati CA CB , 1’ ascissa es- 

sendo x. CA e l’ordinata y. CB scic CA CB fossero ambedue 
uguali all’ unità, le x y sarebbero le ordinarie coordinate; prendendo in- 
vece le CA CB di opportuna lunghezza si rendono più semplici le for- 
mule. Quando 1’ equazione (d) è algebrica, tale si dice anche la curva. Che se 
ambedue le x y possano esprimersi razionalmente col mezzo di una varia- 
bile i , alle curve do il nome di algebrico-razionali ; esse meritano d- es- 
sere distinte dalle curve soltanto algebriche ; per determinarne l’ordine bisogna 
esprimere x y con due frazioni a denominatore comune, il grado massimo 
della t in questo denominatore o nei due numeratori sarà 1’ ordine della 
curva ; cosà, per esempio, la curva 

OI-‘— CA-H-p'CB 

è del 3.° ordine, perchè riducendo i coefficienti di CA e CB a denomi- 
natore comune sorge la potenza 

dd. La tangente alla curva (2) nel punto M è data dal limite della se- 
cante, che congiunge il punto M con un punto M' , che indefinitamente 
si avvicini ad M , essa è perciò la retti 

(3) MT~d.CM~dx.CA 4 -d 7 .CB 
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indicandosi con àx d y le derivale delle x y rispetto alle / , di cui 
si suppongono funzioni j che se sono legate dall’equazione (1), il rapporto delle 
dx dy è dato dall' equazione derivata 

(4) /djr+/'d/=0 . 

Un’ altra retta importante per ciascun punto della curva, giacché serve a deter- 
minarne la curvatura, è la 

(5) MU s~ dVCA -t- d’j. CB^ d\ CM . 

12. Ellisse. E facilissimo intendere che tutto quanto si fa coll’ ordinario 
metodo delle coordinate e col calcolo baricentrico può farsi anche col metodo 
delle equipollenze, il quale con una particolar segnatura comprende c 1’ uno e 
1’ altro. Prendiamo, per esempio, a considerare 1* ellisse espressa da 

CM~x.CA-Hr.CB , x'+y'=i ; 

la derivata di questa equazione è xdx -)-ydy~ 0 , perciò la tangente è 
data da 

MT~d.CM~— j.CA-f-x.CB . 

Se vogliamo trovare il punto T ( , in cui questa tangente incontra 1’ asse 
coordinato CA , bisognerà moltiplicare la MT per tal numero che poi 
sommata-geometricamente con CM dia una retta parallela alla CA ; 
avremo perciò 

CT, -a:. CA -hy. CB -f- - ( y . CA — x. CB) a (x -hQ CA - ^CA ; 

è facile scorgere la relazione che essa ha coll' ascissa CO ~ x. CA . 

13. Poniamo CA’is«.CA-t-)3.Cll , CB'sa:/B. CA — x. CB , essen- 
do x 0 due numeri sottoposti all’ equazione. x'-\-0'~i , i punti 

A’ B' apparterranno essi pure all’ ellisse, e la tangente in A' sarà paral- 
lela al semidiametro CB' , c viceversa. Se ne deduce CA ~ a. CA'-f-/S. CB' , 
CBss/3, CA' — a. CB' , c sostituendo si ha 

CM ~ (xx -1- 0y) CA' -f- (0x — xy) CB’ , 

dove essendo (ax -f- 0y)' -+- (0x — xy)' — 1 si vede che tutte le proprietà 
dei semidiametri CA CB spettano anche ai CA' CB' . 
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14. Nel determinare la tangente MT abbiamo supposto 

djr ~ — y , dy — x , il che dà dV~ — dy“ — x , d’y~dx — — y , 
e quindi abbiamo la retta 

MU - d\ CM x.CA — y. CB-— CM-MC ; 

cioè il punto IJ coincide per tulli i punti della curva col centro C . — 
Se si fosse fatta un’ altra ipotesi, per esempio darmi , e quindi, a motivo 

della xàx -hyày ~ 0 , dyrz — y , si avrebbe avuto d\r~ 0 , 

— »-f-xdy — t • 

Ay = '=-y- ■ perciò a 

MT 0 eiCA — ^ CB corrisponde — yCB . 

15. Parabola. La più semplice equipollenza della parabola è 

OM-AOA-M.OB, 

ebe dà la tangente MTsa;2/. OA-f-OB , la quale incontra 1’ asse coordi- 
nato OA nel punto T, dato da 

OT, ìssrOM — L MT - — A OA 

mentre 1’ ascissa è OQ za A OA za T t O , dunque la sottangcnte è doppia 
dell’ascissa ; invece la OB (che è pur essa tangente alla parabola in O) è 
incontrata dalla tangente MT in T t essendo 

ot,-om—Jmt-‘ob 

mentre 1' ordinata è QM^OPrc:/. OB . 

16. Se riguardiamo t come il tempo, il molo parabolico ha la velocità 
espressa in grandezza e direzione dalla derivata-prima MT , e la turba- 
zione del movimento è data dalla derivata-seconda 

MTJ-d’.OM-g.OA , 

cioè costante in grandezza e direzione. 

17. Anche 1’ equipollenza della parabola conserva la stessa forma traspor- 

tando gli assi coordinati al punto O' determinato da 00 rfisa’.OA-t-a.OB , 
sicché O'M - OM — 00' ^ (/■ — a) OAh-(/ — «) OB 

-(/—«)* O A -+-(/— a) (2«.0A-f- OB) - (\ OA 4- 1. 0'IV 
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avendo posto l~t — a , e O'B' ^ 2a. OA -+■ OB , che è la tangen- 
te nel nuovo punto d' origine O' . 

4 8. Equipollenze nello spazio. E palese che quanto abbiamo detto può 
applicarsi anche allo spazio. Cos'i, per esempio, se A II C D non sieno 
in uno stesso piano, e se 

(4) /. DA-t-m. DB-f-o. DC-|-/». DS^iO , 

la condizione che i punti A B C S sieno in uno stesso piano sarà 

(2) l-hm-ì- n+p— 0 . 

Se con equipollenze analoghe alla (4) sieno determinati i punti S S' S" 
S'" , la condizione che sticno in uno stesso piano è data dal determinante 

(3) [ Im'n'p" | — 0 

E perchè SS'S" sia una linea retta, basterà che si annullino due dei deter- 
minanti | Imn | , |. Imp" | , | hip" | , | mrip" | 

49. L’ equipollenza 

DM x. DA DB -f- z. DC , 

dove x y z sieno funzioni di una sola variabile t date esplicitamente, 
oppure col mezzo di due equazioni tra le x y z , dà una curva, la cui Un- 
gente è 

MT - d. DM - dx. DA -t- ày. DB 4- àz. DC . 

Una retta pure importante, perchè da essa dipende la determinazione del circo- 
lo osculatore, è la 

MU •£: d*. DM = 2 : d’x. DA -f- ecc. 

20. La medesima 

DM - x. D A -+- y. DB 4- z. DC 

esprime una superficie quando le x y z sono funzioni di due variabili 
indipendenti t r , ossia quando le x y z sono legate da una sola 
equazione. Indicando con d S le derivate prese rispetto alle / r , il 
piano tangenziale è individuato dalle due tangenti 

MT = 2 : dj DA 4- ecc. , MT, DA 4- ecc. 
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21. L' Ellissoide riferito a tre suoi diametri conjugati ha 1’ equazione 

s'+/+z'=i , 
dalla quale, posto t~ x , t—y , si deduce 

x-hzdz— 0 , y+ziz — O 

quindi i! tangenziale è individuato dalle 

MT-— i.DA + x.DC , MT,- — .s.DB-t-^.DC . 

Per trovare il punto dove il tangenziale incontra l'asse coordinato DA biso- 
gnerà sommare-geometricarncnte alla DM due rette aventi le direzioni MT 
MT, in modo che svaniscano i coefficienti di DB e DC ; così avremo 

DM MT, — MT-- DA . 

Z 1 XZ X 

22. Curve gobbe. La piti semplice curva non piana è data da 

DM - /. DA 4- A DB -1- A DC 

la sua tangente è MT — DA -i- 2/. DB -+- 3 A DG , inoltre si ha 
MU-d\DM-2.DB+-6f.DC . 

DB è un diametro della curva, perchè il punto di mezzo della corda MM, , 
essendo 

DM,- — /.DA-t-ADB — ADC , 
è dato da DQ^ADB , cioè cade su DB ; si ha 

. QMdSflDA+l.DC • 

quindi le corde MM, sono parallele al piano DAC . 

23. L’ equipollenza non cangia di forma se trasportiamo 1 origine delle 
coordinate D in un punto qualunque D' della curva, giacché ponendo 
DD' - «. DA + «’• DB + «\ DC 
D A' - DA -+- 2«. DB -t- 3*\ DC 
D'B — DB-t- 3ce.DC 

si trova dopo fette le sostituzioni 

D'M- (/— *) DA' ■+•(/— *)’D'B'-+-(/ — a)’ DC . 
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Potremo disporre dell’ indeterminata a in modo che D'B' risulti perpen- 
dicolare alla DC . 

24. Una particolare varietà di questa specie di curve si ha quando nel punto 
in cui DB DC sono perpendicolari la tangente DÀ è perpendicolare 
ad ambedue quelle rette. Le projezioni della curva sui piani coordinate sono 
le tre ben note parabole 

DR^/.DA + ABD , DQ^/.DA-4-/*.DC , DP-f.DB-h/’.DC. — 
Il piano osculatore, che è quello delle due rette MT 5IU , incontra gli 
assi coordinali nei punti dati da 

DM— 4-/MT 4- DA 

DM — t. MT-f4r MU-— £-DB 

3 3 

DM — /‘•DC 

• ^ 

così il punto all* infinito ha il piano oscillatore tutto all’ infinito. 

II. 

SECONDA PARTE DEL METODO RStetE EQUIPOLLENZE. 

25. Il metodo delle equipollenze, che relativamente allo spazio può consi- 
derarsi come una particolare segnatura del metodo delle coordinale parallele e 
del calcolo baricentrico, acquista una speciale importanza nel piano, poiché 
esprimendo anche le relazioni angolari abbraccia tutto intero I’ oggetto della 
geometria. Il metodo delle equipollenze, che nel 1832 mi fu suggerito da una 
antica rappresentazione degli immaginari!, presenta anche un essenziale vantag- 
gio all - algebra dando 1' unico tipo reale degli immaginari!, e per tal modo le- 
gittimandone il calcolo, c rendendone chiare molte conseguenze: sotto questo 
riguardo esso fu poi adottato anche dal Canchy. (Bellavitis, nel Poligrafo di Ve- 
rona, gennajo 1833, T. XIII, p. 53 . . . 61) (Canchy, Exercices d Analyse. 
1847, IV. Me'm. Ac.ad. Sciences 1850, XXII, p. 131. Comples , 3 sepl. 1849. 
XXIX, ecc.) 

26. Ecco il principio fondamentale , da cui deriva ogni conseguenza : Nel 
metodo delle equipollenze una retta si dice quarta proporzionale a tre altre 
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quando la sua grandezza è quarta proporzionale alle loro, cd inoltre essa ha 
sulla terza retta inclinazione uguale e presa nello stesso senso di quella che la 
seconda ha sulla prima. Le segnature di moltiplica c divisione sono quelle stesse 
adoperate nell’algebra, ed in generale vale il medesimo algoritmo; si manten- 
gono pure le precedenti convenzioni sul senso, in cui ogni retta prendesi dalla 
prima alla seconda lettera, e sulla somma-geometrica. 

27. Molte sono le specie di conseguenze, che possono trarsi da questi sem- 
plicissimi principi!, parecchie ne ho esposte nelle memorie da me pubblicate su 
tal argomento; a mostrarne I' importanza basterebbe a mio credere il teorema 
generalissimo : Qualunque proprietà tra i punti di una retta vale anche tra i 
punti di un piano , purché le equazioni si cangino iu equipollenze. ( Saggio di 
applicazioni di un nuovo metodo di Geometria analitica. Calcolo delle equipol- 
lenze, Annali del R. Lomb.-Veneto, Padova 1835, V, pag. 244 . . . 259. — 
Metodo delle equipollenze, ivi, 1837, VII, 243. — Soluzioni grafiche di pro- 
blemi geometrici trovate col metodo delle equipollenze, Mera. I. li. Istituto 
Veneto, 1843, I, p. 225 . . . 267. — Dimostrazioni di alcuni teoremi col meto- 
do delle equipollenze. Atti Istituto Veneto, 1846. — Sposizione del metodo 
delle equipollenze. Mem. Società hai., Modena 1 854. XXV, pag. 225 ... 309, 
— Del calcolo dei quaternioni e della sua relazione al metodo delle equipol- 
lenze, ivi, 1859. Serie 2/ 1). 

28. Esempio. E noto che se sei punti di una retta abbiano la relazione 

AF.BD.CE~AE.CD.BF 

essi sono in involuzione (che io distinguo dicendola positiva da quell’ altra che 
ha luogo quando, fatte le solite avvertenze sui segni, è 
AF. BD. CE~ — AE. CD. BF), e possono considerarsi come tre paja A D, 
15 E , C F di punti conjugati, ognuno dei quali può permutarsi col suo 
conjugalo, e ciascun pajo può sostituirsi ad un altro; sicché insieme con quella 
relazione hanno luogo le altre tre 

AF.ED.Clbc:AB.CD.EF , AB.FD.RG~AC:ED.FB , AC.BD.FEcAK.FD.BC . 
.Ne dedurremo (§ 27) immediatamente che : Se per sei punti di un piano sussi- 
sta ! equipollenza AF.BD.CE~ AE.CD.BF , cioè l esagono AFBDCE 
abbia il prodotto di tre lati alternativi eguale al prodotto degli altri tre, e la 
somma di tre angoli alternativi pure uguale alla somma degli altri tre , iden- 
tiche proprietà avrà ciascuno degli esagoni ABCDEF , ABFDEC , ACBDFE. 
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— Le condizioni relative agli angoli si stabiliscono molto comodamente riferen- 
do 1’ inclinazione di ciascuna retta ad una retta assunta ad arbitrio per origine 
delle inclinazioni ; allora la ammessa equipollenza dà 

ine AF -H ine BD -f- ine CE ~ ine AK -+- ine CD -+- ine BF 
che scritta cosà 

ine AF — ine E A 4- ine BD — ine FB -+- ine CE — ine DC~ ± I 80°. 

v 

mostra che la somma dei tre angoli esterni ABC dell' esagono 
AFBDCE è uguale a 180°. — E noto che nell' involuzione positiva esiste 
sempre sulla retta un centro d' inversione I tale che le sue distanze da due 
punti di uno stesso pajo hanno un prodotto costante, cioè 

IA.ID = IB1E = IC.1F ; 

perciò (§ 27) anche nell’ esagono esisterà un punto I pel quale avranno 
luogo le equipollenze 

lA.ID^IB.IE-IC.lF 

le quali oltre le relazioni di grandezza comprendono le relazioni 

ine IA -f- ine 1D “ine lB-t-inclE~ine IC -+-inc 1F 

che esprimono le uguaglianze degli angoli BIA ~ DlE t CIA ~ DIF , 
cioè sono simili-dritti i triangoli BIA DIE , ed i due CIA DIF , ed 
i due CIB EIF . Ne viene che sulla retta che dimezza gli angoli 
AID B1E CIF esistono due punti K K, tali che 

(1K)’ :£* I A . I D ecc. 

Questi punti, sempre reali nel piano, sono spesso immaginari! per le involuzioni 
su una retta. 

2S. Meritano esser notate lè varie derivazioni con cui si giunge al prece- 
dente teorema. Se un triangolo ABC è tagliato da una retta FE paral- 
lela alla base BC , quest’ ultima condizione è espressa dall’ eqnipolienza 
FE^p. BC ; la condizione che F cada sul lato AB è indicata da 
AF ^ q. AB , poi si ha 

AE ^ AF FE~ 9 . AB BC^. AC — ? )BC r 
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e perchè il punto E cada sulla AC dovrà essere p — q~ 0 , eia 
AE^s^. AC mostra clic i lati sono tagliati proporzionalmente, cioè 

AF.CE^sAE.BF ; — colla derivazione di prospettiva, ossia di collinnazionc, 

si passa al caso che la FE tagli la base BC del triangolo nel punto 1) , 
ed allora introducendo le rette BD CD , che prima erano infinite, si ha 
AF.BD.CE — AE.CD.BF ; siccome la figura presenta quattro triangoli ABC 
BDF AFE CDE , ognuno dei quali è tagliato da una trasversale, così sus- 
sistono insieme le quattro involuzioni ; — projettando il quadrilatero complelo 
sopra una retta la simultaneità delle involuzioni viene stabilita anche pei punti 
di una retta; — finalmente colla derivazione offerta dal metodo delle equipollen- 
ze si passa dal caso di sei punti di una retta a quello di sei punti di un piano. 

30. Centri armonici rispetto ad un punto. La teoria dei baricentri (centri 
di gravità) dà origine col mezzo della derivazione di collineazione alla teoria dei 
centri armonici rispetto ad un piano; quando i punti sono tulli su una sola retta, 
il loro centro armonico può considerarsi rispetto al punto, in cui la retta incontra 
il piano predetto. Ora pel teorema generale annunciato al §27 tutta la teoria dei 
centri armonici dei punti di una retta si estende ai centri armonici dei punti di 
un piano rispetto ad un suo punto O . Così, per esempio, il centro armoni- 
co dei punti A B rispetto ad O è P determinato dall’ equipollenza 

(!) | — - 0 

v 7 OA OP ' OB OP 

ossia dalla (2) OA.PB^s — OB.PA . 

Il quadrilatero OAPB può dirsi armonico, esso ha il prodotto di due lati 
opposti eguale al prodotto degli altri due ed è inscrivibile nel circolo. Si ha 
pure, conforme alle note relazioni di quattro punti armonici, 1' equipollenza 
(3) OP.AB~2.OA.PB . 

La (3) è una conseguenza della (2) a motivo della equipollenza 

(4) OA.PB + OB.AP + OP.BA-O , 

che ha luogo in qualunque quadrilatero OAPB . Questa (4) fu una delle 
prime conseguenze che io trassi dal teorema del § 27; essa fu recentemente pub- 
blicata dal Mò'bius, che ha adottale le stesse mie vedute ( J. Creile, 1856, L1I, 
p. 229 . . . 242). 
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31. Ellisse. Acciocché il Lettore, che non conoscesse le mie memorie 
(§ 27) sol metodo delle equipollenze, acquisti qualche idea della sua fecondità, 
riprendiamo I' equipollenza dell’ ellisse data al § 12. 

CH=~x. CA-f-j. CB , x’+/ — 1 , 

e la sua tangente MT — y. CA -+- x. CB . 

Se poniamo MNìs^MTjO; — , 

la retta MN . l'orma colla tangente MT un angolo costante perchè uguale 
ad ACB ; si ha poi 

CN - CM -f- MN ^j (CA) ’^i CB) - 

CA 

e siccome l’ ascissa del punto M è CQ^j". CA , cosi 


QN-x 


(CB)* 

CA 


QN . CB . , 
CQ V CA ’ 


cioè il triangolo CQN è di una forma determinata qualunque sia il punto 
M . Supponiamo che 1‘ angolo ACB dei due semidiametri sia retto, e ve- 
dremo che la normale MN taglia 1' ascissa CQ in un rapporto costante. 

32. La formula (CA)’ -f- (CB)’ , che si è presentata nell’ espressione 
di CN , è tanto più osservabile quanto che essa non cangia al mutarsi dei 
semidiametri CA CB in altri due pur tra loro conjugati CA' CB' , giac- 
ché (§ 1 3) si ha (CA)’ -4- (CB)’ - (CA')’ -f- (CB')’ . 

Poniamo (1 ) (C A)’ -t- (CB)’ - (CF)’ 

e dai due diametri conjugati CA CB dedurremo i .fochi F F. : in 

varii modi può costruirsi la (1), se poniamo 

CE:CB^CB:CA , 

cioè se costruiamo il triangolo CBE simile-dritto a CAB 
sarà CF~^C A (CA-fCE) , 

noi sappiamo (§ 5) costruire Ja CA -f- CE , la CF dimezzerà l’ angolo 
che essa forma colla CA , e ne sarà media proporzionale. — La (1) dà 

(CB)’ - (CF)’ — (CA)’ - (CA — CF) ( — CA — CF) - — FA.F, A , 
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dunque i due raggi vettori FA F,A sono egualmente inclinati sulla CB 
(giacché la precedente equipollenza dà 2. incCB“ìncFA-t- ine AF, ) , che 
è parallela alla tangente in A , ed il loro prodotto eguaglia il quadrato del 
semidiametro CB conjugalo con CA . 

33. La tangente in M incontra la tangente in A , che è parallela 
a CB nel punto I dato da 

CI sa CSI 4- p. MT la (j: — py) CA -i- ( y-^-px) CB 

e dovendo I appartenere alla tangente 'condotta per A , dovrà essere 
x — py— 1 , quindi a motivo di sarà 

CIs^CA-l-* — -CB ; ne viene 
■ » 

FI . F,I à (CI — CF) (CI -f- CF) - (CA)’ 4- CA.CB+ 


4- (CB)’ — (CA)’— (CB)’- 


:a ^j zÌ5> CA.CB4-— ^ (CB)’ 

; 2 - . !? CB ( —y. CA -{- a-. CB ) - 3 [ * ~ 0 CB.MT ; 


dunque se da un punto esterno all’ ellisse si conducono le due tangenti, e le 
rette IF IF, ai fochi, la retta che dimezza I’ angolo formato dalle due pri- 
me, dimezza anche 1’ angolo delle due ultime. — Nella Geometria superiore oc- 
corre tanto spesso di nominare una corda e i punti dove essa incontra la curva 
quanto un punto c le tangenti da esso condotte, perciò a questo punto do il no- 
me di apice (esso è ideale quando le tangenti sono immaginarie). Le tangenti 
spettanti all'apice I sono 1A ed 1M f che hanno un medesimo rap- 
porto - — — coi semidiametri ad esse paralleli. 


34. Parabola. L’ equipollenza (§ i 5) della parabola ponendo 


dà 


ON — f. OA 


(OD)* 

20A 


ed essendo OQ F ascissa avremo 


QN^ 


(OR ) 1 
2.0 A 



S 
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Se I’ angolo AOB fosse retto, questa ’ QN sarebbe la costante sunnorma- 
lc. Si ha 

0 A -+- a . OB 4- ÒO'X -L 

4 OA 4 l)A 


4 OA ’ 

dunque se poniamo OFei — , il punto F rimane invariato qua- 

lunque sia il punto O' , • che prendesi per origine delle coordinate; si ha 
QN-2.0F 

FM - OA -f-/. OB 4- ~ ^ , 

1 . 40-A i OA ’ 

dunque l’ inclinazione del raggio vettore FM sul diametro OA è doppia 
dell’ inclinazione della tangente, e se / sia il tempo, la velocità M.T è pro- 
porzionale alla radice della distanza dal foco F . 

35. Jlamuno. Secondo i principi! del metodo delle equipollenze se CA 
CB CM sono raggi di un circolo AMB si ha 

f'CBV' 


CM 
CA : 


/CBy* 

\CÀ/ 


1* esponente p essendo il rapporto (tenuto conto del segno) dell’angolo ACM 
all’angolo ACB . Nel caso che l’angolo ACB sia di +90°. '(cioè 
dal raggio CA al raggio CB vi sia un angolo retto positivo ) poniamo 
per brevità 

CB 

*/\» *T 

CA ’ 

sicché se 1’ angolo ACM. espresso in parti di angolo retto sia ~ft sarà 
CM 


CA 


ossia CM / . CA 


quindi ogniqualvolta una retta sia moltiplicata per . f , .ciò significherà che 
essa conservando la sua grandezza accresce la propria inclinazione dell’ angolo 
fi espresso in parti di angolo retto.- Il moltiplicatore produce lo stesso 

elTetlo del segno — , cioè 

/*. CA ^ — CA ^ AC 

giacche un accrescimento di 4 80.“* nell’ inclinazione dà ad yna retta la direzio- 
ne opposta ; cosà pure la retta espressa da 

ir'. CA^—ìT. CA 
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è perpendicolare alla retta CA e propriamente forma con essa l’angolo —90 ". 
La retta OM è la somma-geometrica di una parte parallela alla ()A ed 
una perpendicolare, cd c-facilc vedere che si ha 

' f* 

(1 ) ? -a cos fi -f- sen fi. -f . 

Da ciò risulta che il segno ■? esprimente nel metodo delle equipollenze il 
rapporto saCB : CA di due rette perpendicolari cd uguali è soggetto alle 
stesse regole di quel segno |/ — 1 , che nell’ algebra non ha alcun possibile 
significato: per tal maniera il calcolo di / ossia di }/ ' — \ diventa pie- 

namente legittimo, e 1’ algebra degli immaginari! è propriamente un calcolo di 
equipollenze relativo alle figure piane. Con una sincope facile ad intendere io 
do ql segno / il nome di ramuno. (Saggio sull’ algebra degli immaginarii. 
Mem. Jslil. Veneto , 1852, IV, pag. 243 . . . 344). 

36. Differenziazione. Occorre spesso di adoperare la derivata di , 
essa è evidentemente il rapporto della corda infinitesima, che congiunge il pun- 
to M al punto infinitamente vicino M' , e dell’ accrescimento infinitesi- 
mo di x ) ora il limite della corda è la tangente perpendicolare ad OM , 
perciò 

D.(,r') — |V,r* 

2 

avendo t il solito significato. Se invece di x si ponga — u , cioè u 
sia espresso in parti di raggio, si avrà 



1 

Invece di io soglio adoperare la lettera greca i (che viene perciò ad 

equivalere a c> r ) 

sicché • d (f“) >r d u . 

La CA indica che l’ inclinazione della retta CA dee accrescersi dcl- 
1’ angolo u misurato dall’ arco corrispondente espresso in parti di raggio. 

37. Coniugate. Nel calcolo delle equipollenze giova considerare la conju- 
gata di una retta o di una formula : stabilita una retta quale origine delle incli- 
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nazioni, per coniugata di una retta s' intenderà un'altra ad essa eguale, avente 
ugual inclinazione ma di segno opposto. Ne viene che le cnnjugate delle 

/)>"** sono le -/ . 

E palese che la somma-geometrica di due rette tra loro ootijugate è una retta 
parallela all' origine delle inclinazioni ed eguale alla retta primitiva moltiplicata 
pel doppio del coseno della sua inclinazione ; invece la somma-geometrica di una 
retta e della sua conjngata presa col segno meno è equipollente ad una retta 
d' inclinazione di 90" ed eguale alla data retta moltiplicata pel doppio del seno 
della sua inclinazione ; il prodotto di due rette conjugalc è il quadrato della 
grandezza ; finalmente una retta divisa per la sua conjugata è equipollente al 
rantuno elevato ad una potenza doppia dell'inclinazione della tetta. Tutto ciò si 
scrive cosà 


OM -f- cj OM ^ 2 gr OM. co* fi 
ORI — cj OM ^ 2 gr OM. scn p. / 
OM.ejOM-gr’OM 
OM :ejOM-/" 


, (2) -f-/ 

, (3) 

, (4) r ^ 1 

, (o) ? 


supposto che sia p l’ inclinazione della OM : nel calcolo delle equi- 

pollenze la grandezza di una retta occorre segnarla colla caratteristica gr , 
poiché altrimente la OM indica la retta considerata in grandezza ed in posi- 
zione. — La conjugata di una formula si ottiene prendendo le conjugate di tutte 
le rette e di tutti i ramuni in essa contenuti. 

38. Equipollenze delle curve. Nel metodo delle equipollenze non è già ne- 
cessario esprimere tutti i punti di una curva sotto la forma 

CM~.r.CA + y.CB ; 

giacché CM può essere determinato da un' equipollenza qualsivoglia conte- 
nente esplicitamente o implicitamente una indeterminata / ; e senza limitar- 
si ad una forma piuttostochè all’ altra si possono risolvere i problemi generali 
sulle curve. Così, per dare qnalche esempio, i raggi vettori CM delle curve 
qui menzionate possono avere le seguenti espressioni. 

Parabola — *■—* > oppure f - - - - - d p 

sen’ ( ’ Jsen’gi ’ 
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t -L- 1 

bllissc • ai -ho e 

Concoide di Nicomedc . ocoL/-t- » » 

Cicloide l-hi , oppure fcospj*d?> , 

• / ni 

Epicicloidi ,an f —i , 

S f »* 

cos*i ^ ^ ’ 


Trattoria 


j*- 


dj> 


39. Indicando con dM . , d’M , ecc. le derivate rispetto alla varia- 
bile- / del raggio vettore CM , di cui 1’ estremo 51 è il putito varia- 
bile della curva, il raggio di curvatura è dato di grandezza e di posizione da 

MR~ 2 ( d MJ'cj d M 

dM.cjd’M— cjdM. d’M 


oppure si ha 
determinando le due quantità reali 


AlRsa^-dM 

A 


/ * 


guisa 


die 


d’M 

d!U 




Altre formule generali risolvono parecchi problemi senza bisogno di attribuire 
all' equipollenza della curva una forma piuttostochè un’ altra ; come ho mostra- 
to nel mio primo Saggio e nelle altre memorie citate al § 27. 

40. Curve derivate per inversione o reciprocità. Le equipollenze si presta- 
no spontanee a parecchie derivazioni di curve, che sotto differenti nomi sono 
considerate dai Geometri moderni (Ne feci oggetto di una memoria negli An- 
nali Tortol. Roma 1 852, III, p. 508). Se da un punto fisso O si tirino a 
tutti i punti M di una curva le rette OM , e su ciascuna OM pren- 
dasi la OM' ad essa inversamente proporzionale,' tutti i punti M' costitui- 
scono una curva, che diremo inversa della M . (Sulle proprietà delle figure 
inverse già considerate da Quetclet, Dandcliu ccc., pubblicai una memoria negli 
Annali delle sciente del R. Lomb.-V ertelo 1836, \I, p. 126). Nella derivazio- 
ne d'inversione rimangono invariati gli angoli d’intersezione delle lince, ed infatti 
la derivazione fra le due curve inverse è espressa da 


(1) OM'-l.cjOM 
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e se con d indichiamo il differenziale ossia la derivata rispetto alla variabile 
reale / , di cui OM è funzione, abbiamo 

(2) dAI'~-cjdM:(cjOAI)’ , 

la quale, secondo i principii del metodo e posta attenzione aH'efTetto della carat- 
teristica cj di mutare il segno delle inclinazioni, dà 

ine d M' zz 1 80°. - ine d M + 2. ine OM , 

c quindi posto 

(a) ine dM — incOM^S si ba ( b ) incdM' — ine OM' 180". — 8 

vale a dire le tangenti dM dM' di due cun'e inverse sono egualmente in- 
clinate sul comune raggio vettore OMM' , ma in verso opposto: 

41. Dal punto fisso 0 si abbassi su ciascuna tangente MP alla 
curva Al la perpendicolare OP , tutti i punti P costituiscono una 
curva, ebe fu delta la podaire della AI . Prolunghiamo. ciascuna OP in 
guisa che OS se: 2. OP , la curva dei punti S sarà omotetica (simile e si- 
[milmente posta) alla predetta curva P . Le rette MS AIO sono eguali 
■ed egualmente inrlinatc ma in verso opposto sulla tangente A1P , la cui di- 
rezione è espressa da dAI , cioè ha luogo 1’ equipollenza 

, A1S: dAI^cj AIO : cj dM 


che sostituita nell’ identica OS^sOAl -1- AIS dà 


cn\ rie OM.cjdM — cjOM.dM 

(.o ) U.a sa rss ; 

' / cjdM 

la quale servirà a determinare la posizione dei punti S in funzione della va- 
riabile / . Il binomio 


OAI.dcj AI — ciOAI.dAI è 's~ — 2 iT. scnU OAI. gr d M 

t—l ■ 

perciò OSs£s 2 sen 0 >r OAI (relazione evidente à motivo del triangolo 
rettangolo OPAI) quindi 

.(c) ine OS ~ Ine OM -I- 0 — 90° ZZ ine d.M — 90° 

e ( A) gr OS ~ 2 sen 9 . gr OAI . 


Digitized by Google 



, . DEL M. E. PROF. GUSTO BELLAYITIS ' ’ 13 

42. Differenziando la (3) si olticne 

. • . ■ . c 

I C '«j OH (ilM. cj d’M — cj dM. d’M 
• ^ ' ~ (oj dM)’ > 

il binomio tra parentesi ha 1’ inclinazione di un retto, perciò 

(d) iacdS — SincdM— iacOM — 90°. ~ ine OS -f- 9 

vale a dire, per la (a), le tangenti -dM ' dS delle due curve 51 S sono 
egualmente inclinate sui raggi vettori OM OS ; ed essendo 

ine MS ~ 2 ine d 51 — ine 510 , 

la curva S è perpendicolare ad 5IS , che è la direzione del raggio di 
luce emanalo dal punto 0 eriflesso dalla curva 51 ; a motivo di questa 
proprietà' la curva S fu delta caustica-secondaria della 51 , c meno ine- 
sattamente potrebbe dirsi sviluppante-caustica, perchè è una delle sviluppanti 
della caustica dei raggi ridessi della 51 . 

43. Su ciascun raggio vettore OS prendasi la lunghezza OS' in 
modo che OS'.OS~4 , da cui, mediante la (3) 


(5) OS' -7—- ^ , — ' 

cj OS cjOM.dM- OM.cjJM 

Differenziando si 'ottiene 

dS' - 051 (d»I < j d’5I — cj dM.d’M) : (cj 051. d5I — OM. cj d5I)’ 
c sottraendo dal valore di cjOS'.dS' il suo conjugato si trova in fine 

dS' 


(6) OM-v 


cjOS'.dS'— OS'.cjdS' 


l’ identità di forma tra le (3) (6) mostra la perfetta reciprocità tra le due curve 
M S' ‘ , il raggio dell una. è perpendicolare alla tangente dell altra, e sono 
inversamente proporzionali le distanze del punto fisso O da ciascun punto 
di una curva e dalla corrispondente tangente dell altra. Le due curve ( clic 
sono polaires re’ciproques rispetto ad un circolo) le diremo reciproche, e segne- 
remo con 51° la S' . 

44-, Tanto la sviluppante-caustica S quanto la podaire l* sono in- 
verse della 51" reciproca della 51 , noi le diremo inverso-reciproche della 
51 , e le segneremo con 51" ; poi avremo la reciproca della 51" cioè 
la 51 0 ' 9 reciproco-inverso-reciproca della M , c la 51°'" inversa della 
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M”’° sarà inverso-reciprocoinverso-reciproca "'della M é cosà in seguilo. E 
nell - ordine opposto la M' inversa della M avrà per reciproca la M'° , 
che diremo reciproco-inversa della M ; continuando avremo la M' 0 ' in- ' • 
verso-reciproco-inversa della M , ecc. 

45. La reciproco-inversa M'° si deduce dall’ inversa M' con una 
formula analoga alla (5), cioè 



' ~ cjOM'.dM'— OM'.cjdM' ’ 

che -mediante le (1) (3) diventa, posto M" in luogo di S , 

(7) Oàr-(OM) , :OM 0 ' , 

perciò i raggi vettori della reciproco-inversa M'" e della inverso-reciproca 
M® hanno il prodotto eguale al quadrato del raggio vettore della curva primiti- 
va, e gli sono egualmente inclinati da parti opposte, cioè 

(e) ine OM'°Z= 2 ine OM — ine dM 4- 90° ine OM — 0 4- 90" . 

Dalla (6) si deduce, posto M* in luogo d! S' , 

(/) incdM° = incOM + 90”. 

egualmente abbiamo 

(g) iucdM' 0 — incOM'4-90°=incOM4-90 a * 

sicché (A) ine dM'° — ine OM'° ~ fi ; 

si scorge quindi che tutte queste curve derivate incontrano i propri raggi vettori 
sotto i medesimi angoli. — La reciproco-inversa M"° ha colla BI la stessa 
relazione che questa ha colla sua inverso-reciproca M® , perciò i raggi ema- 
nati dal centro di derivazione 0 sono riflessi dalla SI' 0 in raggi normali alla 
M , e questa SI è l’ inviluppo dei circoli, che passano per O ed hanno 
i- centri sulla sua reciproco-iuversa M'° . 

46. Oltre 1’ inversione e la reciprocità merita esser notata la derivazione 
fra le carve M M 0 "* che sono reciproco-inverso-reciproche 1’ una dell’altra ; 
le loro tangenti in SI M°'° sono parallele, ed hanno le distanze dal punto 
() inversamente proporzionali. 

47. Una -serie di curve, ognuna delle quali sia invcrs 9 -reciproca della pre- 
cedente, fu detta da W. Roberts una serie di derivate positive (dicendole deri- 
vate negative quando si prendono in senso opposto). Formano una di tali serie 


Digitized by Google 



DEL M. E. PROF. GItSTO BELLA VmS 


25 


...... la reciprocoinversa I4'° data da OM'°ea; (OM)’ : OS , la primiti- 
va, la sua inversoreciprona M" data da OM'^OS , la inverso-reciprn- 
coinversoreciproca M"" data da OM" ,|> 'ss(OS) l :OJI , .... È pure 
una serie positiva quella formata .... dalla reciproco - inverso- reciproca 
OM W0 ^ cj OM : (rj OS)’ , dalla reciproca OM” 1 : ej OS , dall'inversa 
OM'=~4 : cj OM , dall’inversorcciproco-inversa OM'" ^ cj OS : (cj OM) 1 , . . . 
Si vede che le equipollenze di queste serie formano due progressioni geometri- 

#— l 

che, il cui rapporto è OS : OM ^ 2 seo 9. g 

t-* 

oppure cj OS : cj OM^ 2 sen 6 / 

48. Su questo argomento possono vedersi le memorie: Sturm, Ann. Gerg. 
Janv. 4825, XV. — Raabc, J. Creile 4827, li, p. 330, 334. — Quetelet, N. 
Mémoires Acati . Bruxelles 4829, IV. — Dandelin, ivi, Bull. Fe'russac, Selli- 
1829, XII. — Chasles, Corr. Math. VII, Bull. Fe'russac , Oct. 4831. — Pliicker, 
J. Creile 4833. XI. — Steiner, ivi, 4838, XVIII, p.369. — Wolf, ivi. 4839, 
XX, p. 88, 96. — Steiner, ivi 1840, XXI. p. 33 . . . 63. — Serre!, J. Liouv. 
4 843, Vili. — Tortolini, Giorn. Arcaci., Seti. 4 844. — Roberts, J. Liouv. 4 845. 
X, p. 477 e 431. — Torlolini, J. Creile 4846, XXXI, p. 42, XXXIH, p. 90, e 
4847, XXXIV, p. 401, e Roma 4847.— Roberts, J. Liouv. 4847, XII, p.44, 
445 e 4848, XIII, p. 479, 209. — Strebor (Roberts), N. Ann. Terq. 4848, VII. 
p. 45. — Serret, ivi, VII, p. 98. — Legallais, ivi, VII, p. 234. — Strebor, ivi, 
4849, Vili, p. 451. — Roberts, J. Liouv. 4850, XV, p. 209. — Torlolini, An- 
nali 1850, I, p. 486. — Strebor, N. Ann. Terq. 4852, XI, p. 482. — Faure, 
ivi, 4853, XII, p. 34. — Rellavitis, Atti Isti!. Veneto, Marzo 4853, IV, e 
Agosto 4855, I, p. 315, c Ann. Tortai., Gena. 4854, V, p. 31. — Raahe, 
J. Creile, 4854, LXV1II, p. 405 e 4855, L, p. 489. — Liouville, N. A. 
Terq. 4854, XIII, p. 227. — l)ieu, ivi, XIII, p. 259. — Tortolini, Ann. Nov. 
4855, VI, p. 459. — Ilirst, Ann. Torlo!. 1859, 11, p. 95 

49. Curve derivate dalla retta Daremo uu’ applicazione delle precedenti 
formule generali partendo dalla retta espressa da 

OM:~ {-(4 -t-//) , 

la (5) ci dà la reciproca 

OM"^dM: (cj OM. dM — OM. cj dM) - 4 , 
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sicché la reciproca è un punto, e tale è l' inverso-reciproca M®' essendo 
OS 1 . L’ inversa della retta M è il circolo dato dalla (1) 


V iene poi la parabola 


2 I -4- t 

OM ^ « — -r^~ 2 . 

À—tiT 4-M’ 




essa è reciproca del circolo RT rispetto ad un suo punto 0 ; ed è pure 
reciproco-inversa della retta M , cioè i raggi emanati dal foco O sono 
riflessi dalla parabola RI'® in raggi perpendicolari alla retta RI , che è 

toccata da tutti i circoli, che passano pel foco ed hanno i centri sulla parabola. 
Questa RI' 0 è pure reciproco -inverso -reciproca del punto RI" , cioè 
(§ 46) se ciascuna retta passante per RI 0 conserva la sua direzione, e pren- 
de una distanza dal foco O inversamente proporzionale alla sua distanza 
primitiva, essa diventa tangente alla parabola. 

50. Viene poi la cardioide 



che è inversa della parabola rispetto al foco ; inoltre inverso-reciproca, ossia svi- 
luppante-caustica del circolo RI' rispetto al suo punto O , quindi è l’ in- 
viluppo dei circoli che passano per O ed hanno i centri sul circolo RI' . 

51. Poscia abbiamo la tritoma-tetraUomena (curva di 3.° ordine e di 
4.* classe) 

OM'** ^ (ORI) 1 : (OS)’ - ^(1 + / >r)> , 


che è reciproca della cardioide ; reciproco-inversa della parabola RI' rispetto 
al suo foco O , cioè i raggi emanali da 0 e da essa riflessi riescono 
perpendicolari alla parabola ; la RI' 0 "* è pure reciproco-inverso-reciproca del 
circolo M' rispetto al suo punto O , perciò le sue tangenti si deducono 
facilmente (§ 46) da quelle del circolo. Questa curva ha le tangenti (J\lio 
Saggio, 1 835, § 21) 

dRI' 00 -3(ORI)*dRI , 

le cui inclinazioni rispetto alia dM , che è la costante f , sono 
ine d RI"" 0 — incJdRI = 2 ine ORI — \ ine ORI' 0 " 0 
cioè i due terzi delle inclinazioni dei raggi vettori ORI' 0 ' 0 . 


Digitized by Google 


DEL M. E. PROF. GUSTO BELLA.VITI8 


27 


52. Curve derivale dalla spirale logaritmica. Se la M sia la spirale 
logaritmica 

si ha per la (3) del § 41, 

OS - (OM. cj dii! — cj OM. dM) : cj dM OM 

sicché la reciproca 

/vmo t t — o)T i /■ I — o-t->0< 

OM°^; ■ • • ■ ' a t- . -— r (1 — a /) e 

cjos 2 cjOM * v ' t 


F inverso-reciproca 


OM 0 ' OS - r-A-y e (a ^ ’ r) ‘ 


-i-haf' 


la reciproco-inverso-reciproca 


OM^-cj OM : (cj OS)’ e:\(a + f) x e ( /) ‘ 


ecc. sono spirali tutte uguali. 

53. Curve derivate dal circolo. Se la M sia un circolo dentro del 
quale si prenda il centro di derivazione 0 , la sua inversa è un altro cir- 
colo M' , la reciproco-inversa M'° è un’ ellisse, la quale riflette i raggi 
emanati dal foco 0 in raggi perpendicolari al circolo M , e perciò con- 
correnti nel suo centro F , e siccome il circolo M come quello che è 
inverso-reciproco (sviluppante-caustica) deli' ellisse M'° , è l’ inviluppo dei 
circoli che passano per O ed hanno i centri sull’ ellisse, cosi si ha 

OM' 1 -f- F M'° ~ FM cioè costante. — La Al' 0 ' inversa dell’ ellisse M'" 
rispetto al suo foro O è sviluppante-caustica (inverso-reciproca) del circolo 
M' , ed è inverso-reciproco-inversa dell’ altro circolo M , ed è concoide 
di un circolo D' concentrico col circolo M' c passante pel polo O , il 
qual circolo D' è inverso della retta D polare del foco O rispetto al- 
T ellisse M'° . Le proprietà dell’ ellisse danno altre proprietà della concoide 
del circolo e viceversa, come feci vedere nella Teoria delle figure inverse 
(-1836) citata al § 40. 

54. Derivale dall ellisse rispetto al centro 0 . L’ ellisse ha 1‘ equi- 
pollenza OM a cos / / i sen / , che dà 


OM° — 2 ^ {beos t -f— /fl 6 en/) 

perciò la reciproca è un’ ellisse simile alla proposta, ma cogli assi scaro- 
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biati. L‘ inversa dell' ellisse M® è inverso-reciproca della M , cioè l’ in- 
viluppo dei circoli che passano per 0 ed hanno i centri sulla 31 ; essa 
è facile da costruirsi perchè i suoi raggi vettori 031°' sono eguali alle corde, 
che sulla medesima retta OM"' rimangono intercettc in un dato circolo. Si- 
mile costruzione vale per le lemniscate, che sono inverse delle iperbole rispet- 
to al centro. — La reciproco-inversa dell’ ellisse 31 è la curva che 

riflette perpendicolarmente all’ ellisse i raggi emanati dal centro ; oppure (ridu- 
rcndonc alla metà la grandezza) è l’ inviluppo delle perpendicolari ai diametri 
dell' ellisse nei loro punti estremi ; essa è delta la curva di Talbot, ed ha col- 
l’ altra ellisse 31° le relazioni (§46) delle curve rcciproco-inverso-reciproche. 

53. Ordine e classe delle curve derivate (reggasi il § 76). Se la curva 
primitiva M sia algebrico- razionale (§ 1 0), cioè le sue coordinate sieno 
funzioni razionali di una variabile t , ed appartenga all’ordine n ed alla 
classe m ; — la reciproca 31° sarà dell’ ordine m e della classe n ; 

— l’inversa 31' sarà, generalmente parlando, dell’ordine 2 n , e della 
classe 2/i-t-m ; — l’ inverso-reciproca M w (sviluppante-caustica, podaire) 
sarà dell’ ordine 2 m e della classe 2/n-f-n ; — la reciproco-inversa 

3r (curva riflettente, di cui la 31 è la sviluppante-caustica) sarà dell’ or- 
dine 2n-f ra e della classe 2 n ; — la reciproco-inverso-reciproca M 0 ™ 
sarà dell' ordine 2m-f-/z e della classe 2 m ; — ecc. 

56. Altre leggi di derivazione. Nelle curve reciproche il raggio vettore 
OM° dipende da 031 , dal suo differenziale d3’I , e dai loro conjugati: 
supponiamo ora che 031,, sia funzione, secondo il linguaggio delle equipol- 
lenze, del solo 031 ; funzione suscettibile di differenziazione, cioè tale che se 
31 soflre uno spostamento infinitesimo 31m il suo rapporto col corrispon- 
dente spostamento 31 sia determinato indipendentemente dalla direzione 
della retta infinitesima Mn , la figura costituita da tutti i punti 31,, si 
dirà derivata della figura dei punti 31 . Io aveva già accennati ( 31clodo 
delle equipollenze 1837, § 91) i vantaggi di questa generale derivazione, ed in 
particolare dell’ inversione e della duplicazione espresse da 

0M -ÓS » • 

Oucsto argomento fu poi ampiamente trattato dal Liouvillc (J. Malli. 1847, 
XII, p. 265) c da \V. Roberls (XIII, p. 209). Veggasi anche Slrcbor ( N. A. 
Terq. 1850, IX, p. 215); Serret (ivi, IX, p. 320); Bellavilis {Ann. Tortol i 852, 
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III, p. 508). La derivazione in qualche modo analoga trattata dal Cayley ( J. 
Liouv. 1849, XIV, p. 40, XV, p. 351) dà invece le curve reciproche delle tras- 
formale accennate nel inio Saggio di Geometria derivata ( N. Saggi /leali., 
Padova 1838, IV). — In questa generale maniera di derivazione si dimostra 
che se due linee si tagliano in un punto differente dal centro di derivazione 
0 , le loro derivate si tagliano sotto il medesimo angolo; c che se le prime si 
toccano, le derivate hanno un contatto di egual ordine. • — La costanza degli 
angoli d' intersezione porta di conseguenza che nell’ inversione nello spazio 
le linee di curvatura delle superficie si mantengono tali, dal che risultano le 
analogie tra le linee di curvatura piana e le sferiche, giacché coll' inversione i 
piani si cangiano in isfere. 

57. Di queste derivazioni feci uso per risolvere alcune questioni proposte 
nei Nouv. Annales de Math. (e liti lstit. Veneto 1853, IV, p. 79), qui non 
farà che menzionarne alcune, le quali in parte risultano dal detto al § 49, dove 
vedemmo che la retta OM , e la sua duplicata OM l,| e~OM'° , tri- 
plicata OM ’^OM' 00 , ecc. formano una serie negativa (§ 47); mentre il 
circolo OM' e le sue duplicata OM' <1| isOM' 0 ' , triplicata OM' |, S£sOM <wo , 
ecc. formano una serie-positiva. — Duplicata della retta è la parabola col foco 
nel centro di derivazione O . — Sudduplicata della retta è l’ iperbola 
equilatera col centro in O . — Duplicata del circolo passante pel centro di 
derivazione è la Cardioide che è anche inversa della parabola. — Duplicata del 
circolo col centro C è la Concoide del circolo che ha il centro C"' (de- 
rivato per duplicazione da C) c che passa per l’ inverso-foco O ; questa 
Concoide è anche Epicicloide col circolo mobile uguale al fisso, ed è eziandio 
inverso-reciproca di un altro circolo. — Sudduplicata del circolo col centro C 
èia Cassiniana col centro 0 ed i fochi C'*- 7 (derivati per sudduplica- 
zione da C ) (*) ; la Cassiniana diventa la Lemniscata quando il circolo 
passa per O . — Duplicala di un’ ellisse col centro O è un’ altra ellisse 
con un foco in O ; i fochi della prima sono i punti sudduplicati dell’ altro 
foco della seconda. 

58. Coordinate curvilinee. Nel metodo delle coordinate Cartesiane orto- 
gonali ogni punto è determinato mediante l’ intersezione di due sistemi di rette 
espresse dalle due equipollenze 

(*) Questa proprietà della Cassiniana combinata colla (I) del $ 32 dimostra Immediatamente 
un teorema dato dal Garbin. N. Ann. TVry. 4855, XIV, p. 305. 
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(4) ON^-r-M >r 

dove y x sono i parametri che individuano ciascuna retta, e / 6 sono 

le variabili da punto a punto. Applicando a queste due equipollenze una delle 
derivazioni indicate nel § 56, otterremo due sistemi di linee, le quali pure si 
taglieranno ortogonalmente. Cosi adoperando la duplicazione otteniamo i due 
sistemi di parabole espressi da 

(2) OM 1 ” ^ — y’ -i-t-hSyff , OX' ,, ~x’-6'-h2x9S , 
esse hanno gli assi sulla medesima retta, ma rivolti in senso opposto. Ignoro 
se alcuno abbia fatto uso di tale sistema di coordinate. Ogni equazione lineare 
tra le x y , che nel sistema (1) appartiene ad una retta, nel sistema (2) 
apparterrà (§ 57) ad una parabola col foco O . 

59. Coordinale centrali. Col mezzo della derivazione espressa dalla 
funzione 

,vu 0M 

OM.ise 

si ha il sistema di linee 

(3) OM,-*'/ , OX'^e*, 9 ; 


le M, sono rette passanti per () ed aventi l' inclinazione variabile y , 

eie N e sono circoli di raggio variabile e* — r ; così abbiamo le notis- 
sime coordinate centrali, cioè l'azzimutlo y ed il raggio vettore r . Ogni 
relazione lineare tra x ed y dà nel sistema (3) una spirale logaritmica 
col polo O . 

60. Coordinale circolari. Eseguendo la derivazione d' inversione sulle (1) 

oppure sulle (3) (prendendo il centro d’ inversione fuori del punto da cui par- 
tono tutte le rette M, ) si hanno due sistemi di circoli, che si tagliano ortogo- 
nalmente. Nel primo caso tutti i circoli M' N' passano pel centro d’ inver- 
sione O , ed i loro diametri sono proporzionali a * e — . Nel se- 
condo caso i circoli IVI', di un sistema passano per due punii fìssi I O , 

ed i circoli N' e hanno i punti I O per conjugati-armonici. Queste coor- 
dinale circolari furono adoperate dal Thomson ( J . Liouv. 1847, XII, p. 256). 

61. Coordinale ellittiche. Eseguendo sulle precedenti (3) la derivazione 
espressa da 


OM.-OM.+ 


i_ 

OM. 
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si ha 

(4) 


-, -t 

e 

zw T * . - * - * 

, OÌS.scse » -f- e » ; 

le N, 

sono 

ellissi col centro 

0, 

il semiasse maggiore e*-i-e ed il 

minore 

(e*- 

— e ) / , e le 

M. 

sono iperbole concentriche col semiasse 


primario 2 easy ed il secondario 2 scn^ , 1’ eccentricità è per tutte que- 

ste curve uguale a 2 , cioè esse sono biconfocali. Così abbiamo le coordinate 
ellittiche utilmente impiegate dal Lame'. 

III. 


COORDINATE CARTESIANE E PLUCHKRIANE. 


62. Coordinate Cartesiane. È noto che i punti di un piano si riferiscono 
a due assi coordinati CA CB mediante le loro distanze da questi assi ; 
con x si segna la distanza del punto generico M dall' asse CB divisa 
pel seno dell' angolo compreso tra i due assi, e con y si segna la distanza 
di M da CA divisa pel suddetto seti ACB . Oppure, il che torna Io 
stesso, si conducono da M le rette MP, MQ, rispettivamente parallele 
agli assi AC BC , e le porzioni CQ,~x , CP , = y , che esse 

tagliano sugli assi CA CB sono le coordinate del punto M . Una 

equazione tra x ed y esprime un luogo di punti. Giova molto all' uni- 
formità c facdità dei calcoli operare sopra equazioni rese omogenee coll’ intro- 
duzione di una terza variabile ; perciò le coordinate anziché colle letlerc x y 
le indicheremo coi rapporti x:z y.z , ed il punto che ha tali coordinate 
col simbolo (x .y.z) . — Le x y z si possono moltiplicare a pia- 

cere per una medesima quantità, giacché ciò non ne muta i rapporti, nè cangia 
le equazioni omogenee tra x y t z . 


63. Tangente , e ditoma osculatrice. Mediante l’ introduzione della terza 
variabile, data 1' equazione di una curva, si rende facile di trovare 1' equazione 
della tangente, oppure di una ditorna (curva di 2.° ordine) che abbia un con- 
tatto di 2.° ordine, oppure ecc. ; basta a tal uopo differenziare una o più volte 
1 equazione della curva nell’ ipotesi che le derivate-prime x y £ sieno 
costanti, poscia supporre che x'-.£ /:£ sieno le coordinate correnti. 
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mentre x y z ricevono i valori competenti al punto della curva nel 
quale vuol determinarsi la tangente o la ditoma osculatrice (Pliicker, Entwick. 
§ 545, Nota). — Sia per primo esempio la curva 2x* — 3.ry + 5x — 2 — 0 , 
che ha nn punto corrispondente ad jr ed y ; 1’ equazione ri- 

dotta omogenea è 

(1) 2 x' — 3 xy + 5 x z — 2z'~0 

ed il punto predetto è indicato da (3, 4 : 6) ; per aver l’ equazione della 
tangente in quel punto, nella derivata 

(2) (4 j — 3y + 5r) x‘ — 3 .ry' + (5.r — 4 z) z'~ 0 
si sostituiranno alle x y z i loro valori 3 4 6 e si avrà l' equa- 
zione cercata 30 x — 9/' — 9/~0 . 

— Sia data per secondo esempio la curva 

y'z — x , + 3x'z = 0 
T equazione di tutte le sue tangenti sarà 

(y ■+ 3 j*) z 3 x (2 z — r) .r — t- 2 y zy — . 0 ; 
mentre le ditome 

4 yy z+\ 2 xxz + 6 (- — x) x n + 2 zy n = 0 

avranno colla curva un contatto del 2.° ordine. Nel punto (4,4:1) la tan- 
genza ha l’equazione 64/ — 2 4/-+- 8^' — 0 , e siccome l’equazione 
dell'osculatrice 1 6y'/ + 48 x z — 18/’ + 2 y' ~ 0 è divisibile per quella 
della tangente (y 3 / ~ 0 essendo il quoziente), cosi si vede che in quel 
punto la curva ha un contatto di 2.° ordine colla propria tangente. 

64. Polare. Se nella derivata (2) si sostituiscano i valori delle x y z 
corrispondenti ad un punto non appartenente alla curva (1), per esempio 
(3,0: — 2) invece dell’ equazione della tangente si trova 1’ equazione 

(4) 2/ — 9/ + 23Z— 0 

di una retta, la quale ha un’intima relazione col punto (3,0: — 2) e dicesi 
la sua polare rispetto alla curva (1). — La nota proprietà delle derivate delle 
funzioni omogenee dà una verificazione di calcolo da non trascurarsi: se nel 
primo membro della (2) si mutano le derivate x y z nelle primitive 
x y z , dee risultarne il primo membro della (1) moltiplicato pel suo 
grado; sicché se nella (4) si pone x' ~ 3 . yl — 0 , / — — 2 , il va- 
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lore — 40 del primo membro dev’essere doppio del valore del primo 
membro della (1) quando vi si sostituisca (3,0: — 2) . 

65. Coordinate P/ucheriane. La dualità, clic regna in tutta la Geometria 
tra i punti e le rette, rende importante di esprimere una retta con egual sem- 
plicità a quella, con cui si esprime un punto ; ora I’ ordinaria equazione di 
una retta 

( C ) u x-\-vy-\-w z~ 0 

dipende dai rapporti dei tre coefficienti u , v , tv ; vediamo qual ne sia 
il significato geometrico: se la retta incontra i due assi coordinati CA CB 
nei punti Q P è evidente che 

CQ — — — , CP~ — - 

dunque i coefficienti — u — v sono inversamente proporzionali alle por- 
zioni di assi, che rimangono comprese tra la retta e P origine C delle coor- 
dinate. — li Pliicker (Ana/yt.-geometrische Enttvisckelungen. Essen. 1828, 
1831) ebbe la felice idea di considerare i coefficienti u v tv (cioè i loro 
rapporti) quali coordinate della retta OP , appunto come i rapporti delle 
x y z sono le coordinate di un punto M ; noi dunque esprimeremo 
la retta (C) col simbolo 

[u,v:tv] . 

Dopo ciò un’ equazione omogenea tra le a v tv considerate come varia- 
bili rappresenta una serie infinita di rette, ma più propriamente s' intende rap- 
presentato dall’ equazione 1’ inviluppo delle rette, cioè quella curva, che è da 
loro tutte toccate. — Le u v tv coordinate di una retta si segnerebbero 
meglio colle lettere A J Z , ma per comodo tipografico ritengo le prime. 

66. Equazioni delle rette e dei punti. Come 1' equazione Cartesiana di 

una retta è di primo grado tra le x y z , cosà 1’ equazione Pluchcriana 

di un punto è di primo grado tra le u v tv ; si I' una che 1' altra è 

espressa dalla (C) , ma nel primo caso x y z sono variabili ed u 

v tv sono coefficienti costanti, e nel secondo caso queste sono variabili c 
quelle costanti. L’equazione Plucheriana (fi) appartiene a tutte le rette che 
passano pel punto ( x,y : z) , come la Cartesiana ( C) appartiene a tutti 
i punti della retta [a, v.tv] . 

67. Condizioni di congruenza. L' equazione 

(C) u x -t- vy 4- tvz — 0 

e 
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è la condizioni- di congruenza (§ 7) tra il punto (x,y.z) e la retta [u, v.tv] . 
Così, per esempio, si vede tosto che il punto (3 , — 2:3) è congruente colla 
retta [7,3: — 5] , cioè questa passa per quello. 

68. Il punto d’ intersezione di due rette [«,»>:«*'] [a, ,p ( : «>,] è quello 
congruente ad entrambi, ed ì 

(<'**', — cvv t , vou i — u : u e ( — ♦>» ) . 

Un’ espressione perfettamente analoga dà la retta congruente a due punti ; così, 
per es., i due punti (3 , — 2:3) (2 , — 3:1) appartengono alla retta 

[—2 + 9 , 6 — 3 : — 9-t-4] = [7,3: — 5] . 

69. Daremo il nome di congruenza anche alla relazione di tre punti in 
linea retta, oppure di tre rette concorrenti in un medesimo punto: è noto che 
tale condizione pei tre punti (x ,y : z) , (x ( ,y t : z t ) , (x t ,y x : zj è espressa 
dal determinante 

! x r, z , I — +*++++>+— -*,/+— o . 

Riuscirà più comodo osservare che ogni punto congruente coi due (t ,y : z ) , 
(x, ,y x : x ( ) è indicato da 

(x, ,y x ■.z x )—p{x,y.z) + q (x, ,y, : z { ) 
dove intendiamo che 

x x —px-\-qx { , y x —py + qy, , z x ~pz + qz { . 
Precisamente le stesse cose valgono rispetto alle rette ; così, per esempio, le 
tre rette 

[7,3: — 5] , [4,3:1] , [6,4:0] 
sono congruenti, perchè si ha 

[7,3: — 5]rr — 5[4,3:l]+9[3,2:0] . 

70. Per dimostrare che tre paja di rette s’ intersecano in tre punti con- 
gruenti (cioè in linea retta) non occorre determinare quei punti d' intersezione, 
ed è più spedito dare una retta congruente, se è possibile, con ciascuna delle 
tre paja. Similmente date le due paja di punti 

(3, -2:3) , (4, -3:2) ; (2,3:5) , (6,9: — 1) 

il punto d’ intersezione delle loro rette è (2,3: 28) perchè esso è tanto 
~18(3, — 2:3) — 13(4, — 3:2) 
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quanto =?? (2 , 3 : 5) — (6,9 4) t 

resterà poi da vedere se (2,3: 28) sia congruente anche col terzo pajo 
di punti. 

71. Distanza di un punto da una retta. Quando la condizione di con- 
gruenza ( C) non è soddisfatta, il suo primo membro ux-\-vy-\-tv z è 
proporzionale alla distanza del punto ( x,y.z ) dalla retta [«,»<:«'], la 
quale, se gli assi sono ortogonali, è 

ux-j-vf f >: 

* / («*+»*) 

In ogni caso il rapporto tra le distanze della retta [u , e : w] dal punto 
(x,y:z) e dall' origine delle coordinate (0,0:1) è 

ux-f-tf-f-mz 

» z 

72. La distanza di due punti ( x,y.z ) (x t ,y t : z t ) se gli assi CA 
CB sono ortogonali è 

''((**,—■ **,)'+(?*,— y,*Y) :z *i • 

73. L’ angolo di due rette [u,v:w] * uguale a quello 

compreso tra le rette ad esse parallele condotte per 1‘ origine delle coordinate, 
le quali sono [«,(': 0] [«,,»>,: 0] . Chiamando y l’angolo ACB dei 
due assi coordinati, la prima di queste rette è espressa (§ 65, 35) dall' equi- 
pollenza 

CM-i 

« v tf v v 

perciò se A sia la sua inclinazione sull' asse, CA sarà 

„ u seo y 

te A , 

6 UCOS}- — v 1 

da cui si deduce che la tangente dell’ angolo compreso tra le due rette è 

(ti v, — «, v) sen y 

ti u, -t- v », — 

Se gli assi coordinati sono ortogonali, la condizione che le due rette sieno per- 
pendicolari è 

UUj+PP,— 0 . 
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74. Punto di contatto. La regola data al § 63, per trovare le tangenti di 
un dato luogo vale egualmente per determinare i punti di contatto in un invi- 
luppo espresso da un' equazione Plucheriana. Cos'i, per esempio, la curva- 
inviluppo 

(■1) 24 «e 4- 41 v' -f- 30e« , + 9 w '~ 0 

lia la tangente [ — 1 0 , 3 : 3J giacché 1' equazione è soddisfatta dai valori 
u ~ — 10 , e~3 , 3 ; per trovare il punto di contatto tra la tan- 

gente e l’ inviluppo, si sostituiscano quei valori di u v w nella derivata 

(2) 24 et/ -f- (24 82 v~\- 30 w) V -|- (30 v-+- 48 «e) vv ~ 0 , 

e 72 « -|-96i'-f-444«'— 0 

sarà 1’ equazione Plucheriana del punto di contatto, il quale perciò è espresso 
da (3,4:6) , avendo semplificato i rapporti di 72 96 444 . 

75. Polo. Se nella derivata (2) si sostituiscono u~ 2 , v ~ — 9 , 
iv— 23 , che non soddisfanno alla (1), e quindi individuano una retta 
[2, — 9:23] . che non è tangente alla curva, otteniamo il punto 

— 246 u-f- 444 ivizzO , ossia ( — 3,0:2) , 

che ha un’ intima relazione colla predetta retta, c si dice il suo poto. Rispetto 
alle curve di 2.° ordine ogni punto è polo della sua polare; tale è la duplice 
relazione che ha luogo (§ 64) tra il punto (3,0: — 2) e la retta [2, — 9:23] 
rispetto al luogo di punti rappresentato dall' equazione Cartesiana 

2 x’ — 3 a- y -I- 5 J « — 2 z' = 0 

ossia all’ inviluppo di rette rappresentato dall’ equazione Plucheriana 

. 24 ue+ 44 »»* — 30 v w-t- 9 w '~ 0 , 

che sono, come vedremo al § 447, una sola e medesima curva. 

76. Ordine e classe delle curve. Una stessa curva può considerarsi come 
luogo di punti c come inviluppo di rette, e così essa è rappresentata da una 
equazione tra coordinate Cartesiane e da una tra coordinate Plucherianc, i 
gradi di queste due equazioni si dicono rispettivamente 1' ordine e la classe 
della curva. Nei primordi! di queste teorie Gergonnc dubitava che la classe po- 
tesse essere una stessa cosa dell’ ordine {Ann. Gergonne Oct. 4828, XIX, N.° 4, 
e poi Janv. 4829, N.“ 7), io feci vedere {Giorn. Lelter. ltal. Padova, 4.° bim. 
1828) con un esempio che una curva del 3.° ordine era veramente di 6.‘ classe. 
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La classi- di una curva di ordine può ascendere a n(n — -I) ; ma 

la classe può anche esser minore dell' ordine, giacché, per la piena reciprocità 
Ira 1* ordine e la classe, se questa è m quello può ascendere fino a /«(/« — 1). 
— Rispetto alle curve algcbrìco-razìonali (Vcgg. il § 10) questi limiti sono 
più ristretti, cioè, se n è l’ordine, la classe non può esser superiore a 2 (« — 1) 

e nemmeno inferiore a ■— -+- 1 , giacché se rn è la classe, l'ordine non 

può superare 2 (/» — 1) . — Per brevità di linguaggio alle curve di 3.°, 
4.°, ecc. ordine, o di 3.‘, 4.*, ecc. classe, io do i nomi di trìtome, tetràtome , ecc. 
e di Iriallòmene, telratlòmene, ecc. facendo allusione al loro carattere grafico 
d’ essere tagliate da una retta in 3, 4, ecc. punti, e d’ esser toccale da 3, 4, 
ecc. rette condotte per uu punto. Cosà pure alle curve di 2.” ordine e di 2." 
classe, che per lo stesso oggetto di brevità furono chiamale sezioni coniche, po- 
scia con minor esattezza coniche , io do i nomi di dìtome o di dianomene, pre- 
ferendo l'uno o 1' altro secondo che voglio considerare la curva come un luogo 
di punti, o piuttosto come un inviluppo di rette. 

77. Curve reciproche. Mutando le x y z nelle u v w , c 

supposto che gli assi coordinati sieno ortogonali, l' equazione Cartesiana 
f {x,y, n) ~ 0 di una curva diventa l'equazione Plucheriana /(il, e, ve') — 0 
di un' altra curva che è la reciproca della prima nel significato stabilito al § 43. 
Infatti la retta, che «ingiunge un punto (x,y:z) della prima curva coll’ori- 
gine (0,0:1) delle coordinate, è espressa (§ 68) da [y,- — jr:0], quindi 

è (§ 73) perpendicolare alla retta [x,y:z] , cioè ad una tangente [u,v:tv] 
della seconda curva; inoltre la distanza (§ 72) ^ (j* +/’) : z del punto 

(x,_y:^) dall’origine (0 ,0:4) è inversamente proporzionale alla distanza 
(§71) z : ^ (x , -+-_y , ) di questo punto (0,0:1) dalla tangente 
[*'?'■*] ■ 

78. Polari. Rispetto alle curve d’ordine superiore al 2.° una retta è po- 

lare (§ 64) di più punti differenti; nè questi possono dirsi poli dì quella. Espo- 
niamo brevemente questa teoria. Data una (cioè curva di n."‘ mc or- 
dine) mediante 1’ equazione omogenea di grado, 

0 ) A*,y-,z)=0 

dicemmo al § 64 che la sua derivata 

(2) /:'*+/;y+/;'z=Q 
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c 1' equazione della po/arerettilinea del punto (x 0 ,y f : xj ; J'" f" 
sono le Ire derivate-parziali della j , e l’ indice segna che in esse sì 
mutarono le x y z nelle x 0 y 0 z 0 ; le derivale x y z si 
cangiarono nelle coordinate correnti x y z . Se invece conserviamo le 
x y z e mutiamo le derivate x' y z nelle coordinale del punto 
» l’equazione 

(») sj'"+yj'''+*j”’=0 

appartiene ad una ( n — I , che si dice la prima-polare del punto 
(x o ,y o : zj rispetto alla n.'° m ‘ f~ 0 . Ogni punto (x, ,y t : z t ) di questa 
prima-polare ha la polare rettilinea 

jr*+/;y+fr*=o . 

che passa pel punto primitivo (x 0 , y„ ■ xj , come si vede da ciò che questa 
equazione è soddisfatta da x — x , y~y o , z—z 0 . — Siccome ogni 
punto della curva ha per polare (§ 63) la tangente, rosi il precedente teorema 
comprende quello del Poncelet : Le tangenti condotte da un punto toccano la 
curva nei punti, nei quali essa è tagliata dalla prima-polare di quel punto. 
79. Tutti i punti (s^ 0 ,y 0 'z l ) della retta 

“■ r o + ( ’7o+ ( * , ' z j— C 

hanno le loro prime-polari rispetto alla y"~0 , che si tagliano nei medesi- 
mi ( n — 1)’ punti dati dalle equazioni 



ognuno di questi punti ha per polare-rettilinea rispetto alla stessa f—Q , la 
retta f" x v -\-f“ y a +J"' z t ~ 0 , cioè la retta primitiva [u , v : w] . 
Così in ogni n.**"* sono osservabili gli (n — 1)’ punti, che hanno per 
polare la retta all’ infinito. (Liouville, Journ. -1844, IX, pag. 340). 

80. La seconda derivata 

(III) x,7"” 4- 2 x 0 yj- +y a 'r + 2 x u zj"" + ecc-0 

è 1' equazione della polare - (/» — 2)*""* del punto (* 0 ,y a '-zJ tanto rispet- 
to alla n.'"“ (I), quanto rispetto alla (« — I)."*" (II): essa si dice la seconda- 
polare rispetto alla (I). — E così si continua fino alla ( n — i )*""’ polare, la 
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quale per la proprietà delle funzioni omogenee è la medesima polarerettilinea 
data dalla (2). — Similmente la {n — 2)'""" polare, che diremo anche polare- 
ditoma, ha 1’ equazione 

(3) *• + 2/r xy +/;"/ -+- ecc. = 0 

81. Po/ari-speciali. La (n — 2)”'"* polare, ossia la polare-ditoma, rispetto 
alla /».“”* /— 0 di un punto della curva stessa oscula la curva (§ 63) in 
quel punto: quindi se in esso la curva abbia colla propria tangente un contano 
di secondo ordine, 1' equazione della polare-ditoma deve comprendere come 
fattore 1' equazione della tangente, tolto il quale rimarrà I' equazione di un’altra 
retta, che noi diremo la (/j — 2 )*'""■ polarerettilinea. — In particolare, se la 
curva è una tritoma, un suo flesso (punto di flesso contrario) ha per 

prima-polare-ditoma un sistema di due rette, una è la tangente, f altra è la 
prima-polare-rettiliriea del flesso; questa taglia (§ 78) la curva nei punti, le mi 
tangenti passano pel flesso, come vi passa ogni polarerettilinea di un punto di 
essa prima-polarc-rettilinea. — Vedremo che se va all'infinito un flesso ; la sua 
prima-polare-rettilinea diventa un diametro, e che se va all’ infinito questo, 
quello diventa un centro. Per un teorema del Mac-Laurin i tre flessi di una tri- 
toma sono in linea retta, facendoli andare all'infinito tutti c tre la curva ha tre 
diametri, e siccome questi (Bre’ton, N. A. Terq. 1855, XIV, p. 48) deggiono 
esser congruenti, cosi : Le prime-polari-rettilinee dei tre flessi di una trito/ny 
s incontrano in un solo punto degno J osservazione. Viceversa, il § 79 ci mo- 
strò che se alquante prime-polari (di qualunque ordine esse sieno) hanno un 
punto comune, i punti di cui sono le polari stanno in linea retta (Brioschi, A. 
Torto!. 1853, IV, p. 479). — Nell’ esempio del § 63, la tritoma 
flz — j:-t-3jr^~0 ha nei punti (4,* 4:1) due flessi, le cui tangenti 
sono [ — 3 , 1 : 8] , e le prime-polari-rettilinee sono [3 , rfc 1 : 0] , che 

passano per 1’ origine delle coordinate (il qual punto osservabile è anche il punto 
isolato ), il terzo flesso è a distanza infinita e la sua prima-polarc-rettilinea, che 
è quindi un diametro, è 1’ asse delle ascisse. — Intorno ai diametri ed ai centri 
possono consultarsi: Bréton, J. Liouv. 1845, X, p. 430, 1846, XI, p. 153, 
iV. A. Terq. 1848, VII, p. 187. — Wantzel, Compì. R. Aoul 1848, XXVI, 
p. 600, Janv. 1849, XXVIII, p. 66, J. Liouv. 1849, XIV, p. 111. — Cro- 
quet, N. A. Terq. Vili, p. 281. — Steiner, J. Creile, 1853, XLV1I, 
N. 1, 2, 3. 
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82. Proprietà delle polari. Prendiamo a considerare il punto () 
(0,1:0) , che sta a distanza infinita sulle rette parallele all' asse coordinato 

CU , giacché —zr-j- , - 7 — "5 > sia 

(I) y" (a x + b z) y"~ ' + (c x' -h d x z e z^y" - ' + ccc. — 0 

1’ equazione della ; rispetto ad essa il punto 0 ha (§ 78) la polare 

rettilinea 

(2) ny"~ , y-hay 0 "~ , x-^by 0 "~'z=zO 

ossia ny-ì-ax+bz — 0 . 

All'ascissa ——P corrisponde 1’ ordinata dL—q — . — 1E. — E della po- 
lare e le ordinate q, della curva, le quali per la nota proprietà 

dell’equazione (I) hanno la somma “ — ( ap-hb ) ; dunque : Teorema del 
Newton : La polare-rellilinea di un punto posto a distanza infinita è il luogo 
dei baricentri (§ 30) delle n intersezioni della curva con ciascuna retta 
rivolta verso quel punto. A queste polari dei punti all infinito fu dato il nome di 
diametri, ma noi riserviamo (§ 81) tal denominazione alle rette, che dimezzano 
tutte le ordinate, la cui esistenza, anziché generale per tutte le curve algebriche, 
costituisce un carattere specifico di alcune. 

83. Chiamando P il punto sulla polare, e Q, 0, . . . Q„ quelli 
sulla curva, la proprietà precedente è espressa da XPQrrO (s’ intende di 
per sé che nel sommare le rette PQ, PQ t .... PQ a si dee badare alle 
loro direzioni). Introducendo il punto O , che è a distanza infinita, si può 

scrivere X— ~0 , allora 1' equazione è suscettibile della derivazione pro- 
iettiva, e per tale proprietà, che può indicarsi con ’ r *' 

■sulla il Teorema di Còtes. Se da un punto O si tirano quante si vogliano 
rette, che taglino la curva in n punti, i centri-armonici P di queste in- 
tersezioni rispetto alt origine O appartengono alla polare-reltilinea del 
punto O . 

84. La (n — 2)”'“ polare, ossia polare-ditoma, del punto all’ infinito 
(0,1:0) rispetto alla (I) ha 1’ equazione 

(3) — ~ V+( n — 1 K" " * (pxy+ky$+yC - * {cx'+dxz+ez')—0. 
Supponiamo trasportalo 1’ asse coordinato CA fino a passare per uno 
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dei punii d' intersezione della (3) coll’ ordinata corrispondente all' ascissa 
■~~p , in tal caso la (3) sarà soddisfatta da y~ 0 , perciò sarà 

ex ' -+- dx z-\-ez'~0 , c la (1) mostrerà esser nulla la somma dei prodot- 
ti a due a due dei valori di y , cioè essere . Operan- 

do come nel § precedente si trova che : Per ciascuna secante condotta per O 
i punti ? , che danno 


£ 


J J-V-U 

OQ, 05/ VOQ/ 



appartengono alla polare-ditoma del punto 0 . 

85. Se il punto O è situato sulla curva, si ha ^ — oo , e perciò 
in tal caso la polare-ditoma ha la proprietà della polare rettilinea 


S (oQ 05) — ° ‘ 

Ciò spetta in particolare alla prima-polarc-rettilinea dei flessi. 
86. Esempio. Rispetto alla tritoma-tetralloinena 

(I) x’+x'z — y' z—0 


il punto (x 0 ,y a : ha la polare-retlilinea 

(2) 3 x'x +2x # v~ 2 r . z j + ( x ò—y ') ~ = ° 

ossia x' + 2x 0 x # , — 2y„z„ : x 0 ' — y 0 '] , 


e la polare-ditoma 


(II) 3 x/'+2x 0 x.-- ‘2y 0 yz-yz lt (x'— y') = 0 . 

I due punti (1,5: — 2) (0,3:2) hanno le polari-ditome 

3x’+2xx- iOyz — 2(j‘— /)=0 , — 6yz+2(x'—y")=0 

che si tagliano nel punto (2,1:1) , il quale ha per polare la retta 
[I 6,— 2 : 3] che è congruente con quei due punti ; dicasi lo stesso degli al- 
tri punti d’ intersezione, tranne che di (0,0:1), che essendo punto dop- 
pio ha la polare indeterminata. Ciascun altro punto di una polare-ditoma, per 
esempio (2,4:1) della prima, oppure (2, — 4:4) della seconda, ha la 
polare-rettilinea [ — 4,2:3] , oppure [4,2: — 3] , che passa pel cor- 
rispondente punto (4,5: — 2) , oppure (0,3:2) . 
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87. Polì; poliche. Quando una curva si considera come un inviluppo, 

cioè si ha 1’ equazione omogenea dì grado 

(I) F (u, 0 

di tulle le sue tangenti [u , v : tv] ; la derivata 

(2) F,"’ u -t- f;" ^ -4- F„”' ^ — 0 

darà (§74, 78) il punto di contatto della tangente [w 0 , v 0 : h J rolla curva, e 

per ogni altra retta determinerà un punto (F 0 ’” , F 0 ’ ’ : F a ”) 

che si dice il polo della retta. (Questa viceversa non può dirsi la polare di 
quello se non che nel caso che la F sia del 2.° grado). L' altra equazione 

(II) « 0 F” -t- 1’ 0 F” -t- F" — 0 

è quella di una curva, che tocca tutte le tangenti della (I) spettanti ai punti, in 
cui questa c incontrata dalla retta [u 0 , v 0 : «’J ; infatti se [o ( , e, : «e,] sia 
una di queste tangenti della (1), il suo punto di contatto dato dalla 
(2) F'" uA- Fj" v-+- F’" w dovendo appartenere alla retta [« 0 , : w 0 ] 

renderà F t '" u 0 -\- F t "' v t -\-F‘" tv o ~0 , che è appunto la (II), nella qua- 
le si sono mutate u v w in u t v t w l . Questa (II), che ha pro- 
prietà correlative (cioè corrispondenti nelle figure reciproche) a quelle della 
polare- (n — 4)'°“* (§78), la diremo la prima-polica ossia la polica- 
(m — I della retta [i/ 0 , v a : «ej rispetto alla (I). — Se la 

K^o :w ol 8‘ ra ‘storno ad un punto (x,y:z) tutte le sue poliche- 
( m — i toccano (m — i)' rette, ognuna delle quali ha il polo (x,y:z) . 

— Nuovamente derivando si ha la seconda-polka , ossia polica-(m — 2) 

(Ili) F"” u' + 2 F" u 0 p 0 -t- ecc. — 0 

della retta [«, , v o : ft'J rispetto alla (I), o rispetto alla (ui—1 )■""■“* 

(II); e continuando si terminerà coll' avere il polo della [u o , : et'J già 
dato dalla (2). — La retta posta all’ infinito, che è [0,0:1] , ha il polo 
dato dalla (2); oppure dalla derivata Dj"~‘F~0 ; la prima-polica ha 
l’equazione F”~0 , la seconda-polica è F"" — 0 , ecc. 

88. Primi-poli speciali. Ogni tangente della (I) ha per polo il proprio 
punto di contatto e per polica-diattòmena una ditoma osculatrice della curva: 
ora se la curva sia triatlòmena (cioè di 3.‘ classe), e si consideri la tangente 
d’ un suo regresso, in tal punto il raggio di curvatura è nullo e la osculatrice 
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non puì> esser che un punlo, perciò la polica-dialtomena si decompone in due 
parli, una delle quali dà il punto di contatto, e 1' altra un punto, che diremo il 
primo-poh della tangente di regresso ; quando i regressi sono tre, le loro tangen- 
ti sono congruenti, e lo sono pure i primi-poli delle medesime. Se una tangente 
di regresso va all’ infinito il suo primo-polo diventa un centro della curva, e 
se va all’ infinito il primo-polo, la tangente del regresso diventa un diametro. 

89. Sistemi di rette o di punti. Un luogo è un sistema di rette quando la 

f(x,y,z)~d si decompone in fattori di 1.” grado, in simil modo un invi- 
luppo espresso da F (u ,v ,w)~ 0 può essere un sistema di punti ; rispetto 
al primo sistema ogni punto ha le sue polari , e rispetto al secondo sistema ogni 
retta ha il suo polo e le sue politile curvilinee. — Sia p la polare-rcttilinea 
del punto O rispetto ad una e si consideri il sistema di n tan- 

genti, i cui punti di contatto sieno sopra una stessa retta con O ; le inter- 
sezioni colla curva e col sistema di tangenti della predetta retta, nonché di una 
ad essa infinitamente vicina sono identiche, ne risulta il teorema del Mac-Lau- 
rin che la polare di O rispetto a tal sistema di rette è la medesima p . 
— Cosi pure : 11 polo di una retta <| rispetto ad una è identico 

col polo di q rispetto al sistema degli m punti di contatto delle tangenti 
condotte da un punto qualsivoglia della q . — Se la retta q sia a di- 

stanza infinita si ha il teorema del Chasles : Il polo della retta all infinito è il 
baricentro (centro di gravità) dei punti di contatto di m tangenti parallele. 

90. Per queste ed altre proprietà delle polari possono vedersi Gergonne, 
Annales de Math., Nov. 1827, XV11I. Bullel. Fe'russac, Janv. 1828, IX. — 
Bobillier, Ann. Gerg., Od. 1827, Dee. 1827, Mars, Od ., Nov. 1828, Ami 
1829, Bull. Fe'russac, Nov. 1827, Vili, n.° 272, IX, n.° 43, Mai 1828, X, 
pag. 285, De’c. 1828, Avril 1829, XI. — Chasles, Corr. Math. Quel. 1829, 
V, 1830, VI ;B.Fe'r.,Janv. Mars 1830, XIII. — Grassmann, J. Creile 1842, 
XXIV. N. 21, 24. — Liou ville, Journ. Malli., Sept. 1841, VI, Od. 1844, 
IX, p. 337. — Cauchy, Compì. R„ Juin 1843, XVI, p. 1279. — Drucheu- 
miiller, J. Creile 1 843, XXVI, p, 1 . . . 25. — Joachimsthal, J. Creile 1846, 
XXXill, p. 366. — Lebesgue, N. A. Terq. 1848, VII, p. 385. — Terquem, 
N. Ann. 1848, VII, p. 308,423, 1850 IX, p. 283. — Jonquières, Mélanges 
de Geometrie eie. Paris 1 856, e J. Liouv. 1857, II, p. 249 . . . 266. 
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IV. 

MANIERE PIÙ GENERALI DI COORDINATE. 

91. La generalità dei metodi analitici giova a semplificare i calcoli adat- 
tando ciò che vi è di arbitrario nel metodo alle speciali circostanze della que- 
stione; cosi, per esempio,* se delibasi dimostrare un teorema, che sassista in tutte 
le ligure affini , saranno da abbandonarsi le coordinate ortogonali e scegliere in- 
vece il loro angolo in modo di meglio accomodarlo alla figura ; il calcolo bari- 
centrico è ancora più opportuno delle coordinate obbliquaugole, giacché in esso 
si hanno tre punti affatto arbitrarli ; che se si tratti di una proprietà projeltiva 
può adoperarsi il calcolo baricentro abbreviato. Relativamente alla dualità si 
vede che come il calcolo baricentrico generalizza le coordinate Cartesiane, cosi 
dovrà aversi un calcolo (barìcenlrale) il quale introduca egual generalità nelle 
coordinate Plucheriane. 

92. Calcolo baricentrico. Invece che a due assi CA CB i punti del 
piano si possono riferire ad un triangolo CAB , che diremo il triangolo 
coordinato : un punto qualunque M è dato mediante 1' equipollenza 

x.MA +/.MB-4-x.MC=2=0 

la quale esprime (§ 6) che tre forze aventi le direzioni MA MB MC e le 
grandezze x.MA /.MB x.MC si fanno equilibrio. M è il baricentro 
dei punti A B C coi coefficienti x y z (cioè il centro di gravità 
delle masse x y z poste nei punti A B C ) ; ciò s’ indica con 
(I) M-SX.A+/.B+X.C 

supponendo che sia x-t -y + z~i . Questo punto M noi lo indichere- 
mo col simbolo 

(2) (x,/,.-) . 

Si vede che il punto M è determinalo dai rapporti tra le x / z ; am- 
messa la x-t -y+z~i , x è il rapporto delle arce dei triangoli MBC 
ABC , ossia la distanza del punto M dal lato BC del triangolo coordi- 
nato divisa per la corrispondente altezza; s' intende senza dirlo che se A M 
fossero da bande opposte della retta indefinita BC , x sarebbe negativo ; 
simile significalo hanno le y z . — Secondo quanto dice il Coriolis (1835), 
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che non conosceva 1’ opera del Miibius (1827), i principi! del calcolo baricen- 
trico si trovano nell' opera del matematico Italiano G. Ceva, De rectis ìineis 
invicem secantibus statica constructio (1768). 

93. Si unisca il punto M coi tre vertici A B C e sieno P 
Q, R, i punti dove le rette AM BM CM incontrano i lati BC CA 
AB ; il punto M sarà determinato mediante due delle 

(3) PjVsy. B-t-.c. C ' , Q^x.C-t-x. A , R ( x. A B 
la prima delle quali significa che P, è il baricentro dei punti B G coi 
coefficienti y z ; se si voglia mutare il segno , che indica la man- 
canza di un fattore, nel segno d' equipollenza £: bisogna scrivere 

(/-t--)P,^/. B -b-x.C , che equivale alla ordinaria equipollenza 
{y-H-z) OP,:":/. OB-(-x. OC , qualunque siasi il punto O . — I punti 
P ( Q, Il ( sono rispettivamente segnati con (0 ,y , z) (x,0,x) (x ,y , 0) , 
ed i vertici ABC con (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) . 

94. Se i valoci delle x y z rimangono arbitrari'! ma sottoposti ad 
un' equazione omogenea, la (1) esprime un luogo di punti ; in particolare la 
equazione 

(C) ux-\-vy-yivz~0 

appartiene ad una retta, che è determinata mediante i rapporti delle u v w , 
e che noi indicheremo con 

(4) . 

95. Calcolo baricenlrale analogo al calcolo baricentrico del Mòbius e che 
ricade nelle coordinale tangenziali del Salmon. Dati alquanti punti L 31 
N .... coi coefficienti X fi e . . . . , il loro baricentro 

x. L-f* ft. 31 “t—e. X -f- . . . 

si costruisce determinando da prima sulla retta L3I il baricentro delle 
masse X fi poste nei punti L M , e questo punto col coefficiente 
(x -(- fi) si combina nello stesso modo col punto N avente il coefficiente 
r , e cosà in seguito ; è noto che in qualunque ordine si proceda si giunge 
in fine allo stesso baricentro. Analogamente a ciò se in un piano sieno date al- 
quante rette 1 m n ... che supponiamo tulle uguali all’ unità di lun- 
ghezza attribuendovi poi i coefficienti numerici X fi r .... , e delle 

quali si conoscano non solo le posizioni ma anche le direzioni, si costruirà la 
loro baricenlrale X. 1 -t- fi. m -f- r. n -4- . . . . 
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nel seguente modo : pel punto d' intersezione delle rette I m si conduca 
una retta espressa dalla baricentrale, (ossia somma-geometrica ( § 5)), 
>. I -4- u. m , che sarà data in grandezza e direzione della diagonale del pa- 
rallelogrammo descritto coi due lati X. 1 fi. m presi partendo dal predetto 
punto d’ intersezione ; questa baricentrale X.H-p. m si prenda nella pro- 
pria direzione partendo dal punto, in cui essa incontra la n , e da quel 
punto si guidi la haricentrale di essa e della r. n ; e cosi in seguito: in qua- 
lunque ordine si proceda si giungerà in fìoe alia medesima haricentrale 

X. 1 -+- fi. ni ■+■ r. » -f- . . . 

che esprimerà in grandezza, direzione e posizione la forza risultante delle X. I 
fi. ni r. n ecc. Questa composizione delle rette è uguale a quella usata nel 
metodo delle equipollenze ; ma della composta-equipollente (o somma-geometri- 
ca) e determinata soltanto la grandezza e la direzione (potrebbe essa traspor- 
tarsi ovunque parallelamente a sè stessa), e della baricentrale è determinata 
anche la posizione ; noi adopereremo nullostantc il solito segno c scriveremo 

f. Xsfii X. 1 -+- fi. n» -t- r. n -I- . . . 

Si noti bene che (essendo * una retta di lunghezza uno) il coefficiente £ 
non è mai eguale alla somma dei coefficienti X fi r ... come per lo 
contrario avviene sempre nel calcolo baricentrico. — Le rette possono anche 
esprimersi con PQ SR .... ed allora ne c data la grandezza e la dire- 
zione, che inlendcsi sempre presa dalla prima verso la seconda lettera. Il Let- 
tore già prevede che la baricentrale di due rette parallele è uguale alla loro 
somma, e ne divide la distanza in parli inversamente proporzionali. 

96. Stabilito in questa maniera il significato della baricentrale di alquan- 
te rette, noi possiamo riferire la posizione di una retta qualsivoglia m ai 
lati del triangolo coordinato CAB in un modo molto analogo a quello, con 
cui nel calcolo baricentrico (§ 92) un punto M si riferisce ai tre vertici 
A B C , e ciò ponendo 

(1) m 4V u. BC -t- CA-t-rv.AB ; 

siccome non badiamo alla grandezza della retta, ma soltanto alla sua posizione, 
cosi ciò che veramente determina la retta ni sono i rapporti u v w , 
non già i loro valori assoluti; noi indicheremo tal retta col simbolo 

( 2 ) ; 
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nella (4) si pose il segno in luogo di appunto per avvertire che 
manca un fattore numerico, giacché la retta m potrà supporsi eguale all'uni- 
tà di lunghezza, c la lunghezza della composta-equipollente espressa dal secondo 
membro dipende dalla grandezza dei lati del triangolo coordinato CAB , 
nonché dai valori assoluti delle u v tv . Se la retta m incontra i 
lati BC CA AB nei punti P Q R sarà 
(3) AP p. C A — t— tv. AB , BQ ics «v. AB -t- «. BC , CRe^u. BC-t~p.CA 
ciò è conforme alle definizioni stabilite nel § precedente : la bariccntrale delle 
rette p. CA tv. AB passa pel loro punto d' incontro A ed ha per dire- 
zione la diagonale del parallelogrammo avente per lati la tv. AB (cioè tv 
volle la AB) ed una retta equipollente alla v. CA , cioè che sia la pro- 
lungazione della CA ed eguale a p volte la CA , se tal diagonale abbia 
la direzione AP ed incontri in P il lato BC , rimarrà poi da trovare 
la baricenlrale della predetta diagonale presa da P in poi e della retta equipol- 
lente ad u. BC presa essa pure dal punto P , questa baricentrale determi- 
nerà la posizione della m ; ora ci bastava stabilire che essa passa per P . 
Similmente componendo da prima le u. BC -f- tv. AB , la loro bariccntrale 
BQ ci determina sul terzo lato CA il punto Q , pel quale dee passare 
la cercata m , che similmente si dimostra passare per R . — Nella 

(4) in luogo di n« possiamo scrivere indifferentemente PQ o QP o 
PR ecc. giacché la (4) indica soltanto la posizione della baricenlrale. 

97. Le posizioni dei punti P Q R , nei quali la retta [ u,v,tv ] 
incontra i lati del triangolo coordinato CAB , sono facilmente determinate 
col calcolo baricentrico. Infatti, la prima delle (3) è 1' equipollenza 
(tv — v) AP ei — v. AC-f-He.AB ; 

al primo membro abbiamo dato il coefficiente (tv — p) perchè vogliamo che 
il punto P appartenga alla retta BC , questa equipollenza ha precisa- 
mente lo stesso significato dell’ espressione bariccnlrica 

(tv — p) P — p.C-t-fP.B , ossia — p.C + ep.B , 
cioè il punto P è il baricentro delle masse — v tv poste in C B . 
Questa espressione baricentrica può anche convertirsi nella equipollenza 

p.CP^ep.BP : 

siccome le CP BP sono proporzionali alle perpendicolari abbassale dai 
vertici C B sulla retta m che passa per P , e quanto abbiamo 
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detto della prima delle (3) può applicarsi anche alle altre due, così ne conrhiu- 
deremo che - Le u v w sono proporzionali alle distanze della retta 
[u,v,w] dai tre vertici ABC del triangolo coordinato. — Noi ordi- 
nariamente supporremo che le u v w sieno eguali alle distanze predette. 

98. Equazione de! punto. Se i valori delle u v w rimangono arbi- 
trarli ma sottoposti ad un'equazione omogenea, la (1) del § 96 esprime un invi- 
luppo di rette ; in particolare 1’ equazione 


(C) xu + yv-hzw—0 

appartiene ad un punto, che c determinato mediante i rapporti dei coefficienti 
x y z , e che noi indicheremo con 

(4) ( x ,y ,z) . 

99. Si noli 1' analogia tra il calcolo baricentrico cd il baricenlralc, poi si 
osservi che le x y z u v w adoperate nei § 92, 94 hanno lo stesso 
significato delle uguali lettere adoperale nei § 96, 98 ; ossia che 
(C) ux -\-iy-{- wz~ 0 

è la condizione di congruenza del punto M determinato dalla (1) del § 92 
colla retta m determinata dalla (i) del § 96. Infatti perchè dalle 
M-n-x. A-t-y. B-(-5. C , P-cv — v.C-hw.B , Qcvcv.A — u.C 

possa risultare (la quale esprime che il punto M ap- 


partiene alla retta PQ) bisogna che sia z~ — — — ^ . 

100. Distanza di un punto da una retta. Egualmente che nel § 71, si 
trova che la distanza tra il punto ( x ,y , z) c la retta [u ,v ,vv] è data 
dal primo membro 

ux -\-vy-\-wz 


dell' equazione (C), purché si supponga (§ 97) che u v w sieno uguali 
alle distanze della retta dai vertici del triangolo coordinato, c che sia 

+ I (§92), cioè ciascuna delle x y z sia la distanza del 
punto da un lato del triangolo coordinato divisa per la rispettiva altezza. 

101. Relazioni tra i calcoli baricentrico e baricentrale. Si può con tutta 
facilità passare dall' uno all’ altro dei due predetti calcoli, poiché 1’ espressione 
baricentrica (5 92) 

x. A -f -y. B -t- z. C 
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di un punto (x ,y , z) si cangia nella sua equazione bariccnlrale (§ 98) 

xu -\-yv -4- zw — 0 

col sostituire ai vertici A B C le coordinate baricentrali u v w . 
Similmente la retta [«,<>, «'] è data tanto dall' espressione baricentra- 
le (§ 96) 

u. BC -t- v. CA -t- tv. AB 
quanto dall' equazione baricentrica (§ 94) 

ux-\-iy-\- tv z “ 0 , 

sicché ai lati del triangolo coordinato ABC vengono a sostituirsi le coordi- 
nate bariccntriche x y z riferite ai vertici del medesimo triangolo. Que- 
ste osservazioni ci permettono di adoperare promiscuamente i principii dell'uno 
e dell’ altro calcolo. Alle loro formule possono anche darsi altre interpretazioni, 
per le quali ci occorre premettere il 

1 02. Principio generale sui luoghi o sugli inviluppi tra loro congruenti. 
Tre o più linee considerate come luoghi di punti noi le diremo congruenti 
quando hanno precisamente gli stessi punti d' intersezione tanto reali che im- 
maginari!. E per sé evidente che se /(x,y,z)~ 0 , J[(r,y,z)~0 

sono le equazioni omogenee di due luoghi, questi saranno congruenti con tutti 
quelli appartenenti all’equazione , essendo A un coefficiente 

numerico moltiplicato ove occorra per una potenza di una delle x y z . 
— Nella stessa maniera gli inviluppi dati dalle equazioni. 

F(u,v,w)~ 0 , F i (u,v,i*’) — 0 , F-+-xF t ~ 0 , 

saranno congruenti, intendendosi con ciò che ogni tangente comune a due di essi 
lo è a tutti, ((iergonne, Annales 1827, XVIII ; B. Fe'russ., Mars 1827, VII, 
n.“ 139. — Bobillier, An. Gerg., Mai 1828, XV HI, li. Fe'r. J uill. 1828, 
X, n.°l.) 

1 03. Altra interpretazione del calcolo baricentrale. L J equazione di una 
retta » sia della forma 

(1 ) — X c sei» a -hy, cos a -f- a ~ 0 

dove x, y. sono le coordinate Cartesiane (§ 62) ortogonali, a c l’ incli- 
nazione della retta sull’ asse delle x c , ed «è la sua distanza dall’ ori- 
gine delle coordinate; è facile dimostrare che se nel primo membro della (1) 
si pongono in luogo di x c y c le coordinate di un punto qualunque, il suo 
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valore dì in grandezza ed in segno la distanza di quel punto dalla retta a . 
Similmente le rette b , c ... abbiano le equazioni 

— •r,.sen / 6-|-j c cos0-(-£'— 0 , ; 

con a , b , .... s’ indichino i primi membri di tali equazioni. — Ciò 

posto la retta 

p. a -|- q. b — 0 

è congruente (§ 102) colle due azzO bzzO , dico di più che essa c pre- 
cisamente quella che nel calcolo baricentralc si espresse con 

nt ■ìv p . a -f- q. b , 

purché le a b rappresentino due porzioni di rette uguali all’ unità di lun- 
ghezza, e talmente dirette che le distanze delle medesime dall’ origine delle 
coordinate abbiano gli stessi segni delle quantità a 0 . Infatti un punto 
qualunque della retta p. a -[- q . bzr 0 ha le sue distanze 

— sea a x c -f- cos a.y c -+- * , — sen/3 T,. + cos -j- /3’ 

dalle rette a b nel rapporto — q\p , proprietà che spetta ai punti 
della diagonale m (§96) del parallelogrammo, i cui lati hanno le gran- 
dezze p q . — In simil modo si dimostra che la retta data dall’ espressione 
baricentralc 

ni -r^p. a -f- q. b -f- r. c -t- . . . . 
ha 1’ equazione ordinaria Cartesiana 

pM-\rq- b-f-r.e zz 0 

essendo azz — sen a j - ,. -+- cos aj c -f - a , .... 

104. Limitandoci a considerare tre rette a b c che sieno poste 
sui lati BC CA AB , abbiano le direzioni di questi e le lunghezze ~I , 
vediamo che la retta [u,v,<*>] data dall’ espressione 
XU n BC ■+■ v. CA -f- w. AB 

del § 96, ossia 

m*Bgr BC.a-t-fgr CA. b-f-nagr AB.c 
(indicando con gr la grandezza numerica positiva della retta che segue) ha 
1’ equazione 

a. a grBC-t-b. fgrCA-t-e. «'grABzzO 
essendo azz — sui cos xy r -^- a , ecc. 
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405. Si potrebbe mutare le u v tv includendovi i fattori costanti 
grBC grCA grAB , ma allora bisognerebbe rammentarsi chele nuove 
u v tv sarebbero (§ 97) proporzionali alle distanze della retta dai tre ver- 
tici ABC rispettivamente divise per le altezze del triangolo coordinato 
ABC , le quali altezze sono inversamente proporzionali ai lati grBC , 
gr CA , gr AB , Con questo nuovo significato delle u v tv volendo con- 
servare la relazione di congruenza ( C ) tzr-)- vy-t- tvz~ 0 bisognerebbe 
intendere che le nuove x y z fossero (§ 92) proporzionali alle distanze 
del punto M dai lati del triangolo coordinato, e la (4) si muterebbe nella 

M -rvjrgr BC.A -t-/gr CA. B-+- £gr AB.C . 

Credo meglio attenermi all' ipotesi fatta nei § 92, 97. 

406. Attribuendo il precedente significato — scnax c + c05a_y e -(-(t' ec. 

alle a , ere. s' intende il significalo non solamente d' ogni equazione di 4." 
grado che contenga un qualsivoglia numero di a , b , . . . , il che po- 

trebbe ottenersi anche colla considerazione della baricentrale, ma inoltre di 
ogni equazione di grado supcriore come sarebbe per esempio 

(4) a’ -t-A. ab -f- p. bd ~ 0 

giacché ponendo in luogo di a , .... le solile funzioni si vede che 
tale equazione appartiene ad un luogo di 2.° ordine; inoltre, siccome le coordi- 
nate x c y, di un qualunque punto di tal luogo danno (§ 403) alle funzioni 
a , b .... valori uguali alle distanze di quel punto dalle rette 
« , b ... , cosi la (4) esprimerà una relazione tra le distanze a b il 
di un qualunque punto del luogo dalle rette a b «1 . Questa considera- 
zione rende evidenti alcune proprietà delle curve. 

407. Altra interpretazione del calcolo baricentrico. L’ equazione di un 
punto A sia della forma 

(4) a, u p +a t v f + 4 = 0 

essendovi u f v r le coordinate Plucheriane (§ 65) riferite a due assi OX 
OY tra loro ortogonali, ed <* t a t sieno le coordinate Cartesiane del 
punto A prese parallelamente ad OX ed a OY ; c facile dimostrare 
che se nel primo membro della (4) si ponga in luogo di u p v p le coordi- 
nate Plucheriane di una retta qualsivoglia m , il valore di tal 

primo membro dà in grandezza ed in segno il rapporto delle distanze da quella 
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retta del punto A e dell' origine O delle coordinate. Similmente le equa- 

rioni dei punti B , ... sieno delle forine \ — 0 

e con B .... s'indichino i primi membri di tali cquarioni. — Ciò posto il 
punto dato dall' equazione 


p. A + q. B ~ 0 

è congruente (§ 102) coi due A B dati da A~0 BznO , dicodi 
più che esso è quello che nel calcolo baricentrico si esprime con 
(p-\-q)N^p. A-f-^.B . 

Infatti le distanze del punto M da una retta qualunque è uguale alia som- 
ma delle distanze dei punti A B moltiplicate rispettivamente per p'-(p-\-<j) 
q'(p-\~ij) , il che è appunto la proprietà del baricentro dei punti A B 
coi coefficienti p q . Simile dimostrazione vale per un maggior numero di 
punti. 

108. Viene da ciò clic quando nel calcolo baricentrico si giunge ad una 
espressione 


M -n x. A -\-y. B -f- z. C 

può conchiudersi che il punto M ha 1’ equazione Plucheriana 
x. A -\-y. B -1- z. C ~ 0 

essendo A — «, u, -+- a t v r -+- 1 , ecc. E se con ABC s' intendono 
le distanze dei punti A B C da una retta passante per M sarà 


xA-\-yB-\-zCz=iQ . 

\ 09. Eguali interpretazioni possono darsi alle equazioni tra A B C 
.... di grado supcriore. Cosà, per esempio, la 

(i) A‘-t-A.BC = 0 

sarà 1’ equazione Plucheriana ad assi ortogonali OX 0\ 

(2) -+-!)* + * (/3,u, -M,*V *1-1) (>,«, ‘V**' 1 ) — 0 


(la quale può ridursi omogenea ponendo u p — ^ , v r — .— ) ; inoltre se 

s’ indichino con ABC le distanze dei punti A B C da una tan- 
gente qualunque dell’ inviluppo, che ha 1* equazione (2), tali distanze avranno 
la relazione 

(3) A'-h\BC=0 . 

HO. Terza interpretazione del calcolo baricentrico. Noi possiamo anche 
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supporre che le lettere A B . . . , con cui nel calcolo baricentrico s’ in- 
dicano i punti, rappresentino i primi membri delle ordinarie equazioni Carte- 
siane dei circoli sotto la forma 

(1) x'-yy' — 2 x c — 2 <*,/„ — «=:A — 0 
essendo a, a, le coordinate ortogonali del punto A , che è il centro 
del circolo, cd a un valore che può prendersi ad arbitrio per tre punti, che 
non sieno congruenti. L' equazione 

R — 0 , essendo (y/-{-^)R~/j. A-t-^. B , 

appartiene essa pure ad un circolo, ed è della stessa forma della (1) ; inoltre 
pel principio generale (§ 102) i tre circoli A~0 , II — 0 , R~0 sono 
congruenti, cioè hanno la medesima secante-comune , la quale ha 1’ equazione 

A — B — 0 

ed è facile dimostrare che il centro R del terzo circolo è quello stesso deter- 
minalo dall’ espressione baricenlrica 

R^/j. A + y.B . 

In generale si dimostra che il punto SI dato da 
M-rvar. A B -f- z. C 

è il centro di un determinato circolo, la cui equazione è 
x. A -\-y. B -f- z. C ~ 0 
avendo ABC valori analoghi alla (1). 

111. Alle precedenti espressioni haricentriche può aggiungersi un altro si- 
gnificato ; il valore che prende la funzione A “ x' -\-y' — — 2 a t y r — a. 

quando si pongono per x c y e le ordinarie coordinate di un punto qualsivo- 
glia P i uguale al quadrato della tangente condotta dal punto P al cir- 
colo A~0 , o, per dirlo più generalmente, uguale al quadrato della di- 
stanza AP del punto P dal centro A meno il quadrato t del raggio 
del circolo A~0 (il qual quadrato è negativo quando il circolo c immagi- 
nario); per ispeditezza daremo a tal valore della funzione A rispetto al punto 
P il nome di quadrato della distanza-tangenziale del punto P dal circolo 
\~0 . Risulta da questa maniera di considerare il calcolo baricentrico 
che se 

(x-t-/-l-z)Miì!4r. A -f- x- B -f- C , 
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la somma dei quadrati delle distanze-tangenziali di un punto qualsivoglia P 
dai circoli di raggi arbitrarli A zz 0 B~0 C zz 0 moltiplicati rispetti- 

vamente per x y z è uguale al quadrato della distanza-tangenziale di P 
dal circolo MzzO moltiplicato per x+y + z . 

112. Centro radicale. Come un esempio della predetta interpretazione del 
calcolo bariccnlrico noteremo che le tre secanti-comuni 

A — BzzO , B-CzzO , C-AzzO 

dei tre circoli AzzO BzzO CzzO presi a due a due sono tra loro con- 
gruenti (giacché una delle tre equazioni nasce dalla somma delle altre due); 
questo punto in cui s’ incontrano le tre secanti-comuni (dette anche assi radica- 
li) dicesi il centro radicale dei tre circoli ; ne viene (§111) che le distanze-tan- 
genziali del centro radicale dai tre circoli sono eguali. 

113. Dati ad arbitrio tre circoli coi centri non congruenti, consideriamo 
il quarto circolo 

(1) DzzA-f-B — CzzO 

il suo centro D^A + B — C (da cut CAesllD) sarà il quarto vertice 
del parallelogrammo CADE . Ogni punto del circolo DzzO ha, in 
forza della (1), il quadrato della distanza-tangenziale dal circolo CzzO uguale 
alla somma dei quadrati delle distanze-tangenziali degli altri due circoli. Le 
secanti-comuni del circolo DzzO con ciascheduno dei due AzzO, BzzO 
sono identiche colle secanti-comuni B — CzzO , A — CzzO ; ossia il cir- 
colo DzzO passa pei quattro punti d'intersezione del circolo AzzO 
colla retta B — CzzO , e del circolo BzzO colia retta A — C~0. 
— Possiamo supporre come un caso particolare che i tre circoli A — fi 
BzzO CzzO passino per un medesimo punto I , che sarà il loro cen- 
tro radicale, allora anche il circolo DzzO passerà per I . — Se i circoli 
AzzO BzzO CzzO abbiano i raggi nulli, le distanze-tangenziali dai me- 
desimi di un punto qualunque M saranno AM , ecr., perciò l' equazione (4) 
equivaler alla (AM) , -t-(BM)’zz(CM)* , e tutti i punti che soddisfanno a 
tal relazione apparterranno al circolo DzzO , che facilmente potrà deter- 
minarsi: la secante-comune B — CzzO dei due circoli di raggio nullo 
BzzO CzzO è la retta clic dimezza perpendicolarmente la retta BC , e 
che sarà secante-comune anche del circolo DzzO c del punto A . 

\\\. Colle equazioni dei circoli (§ HO) possono combinarsi anche quelle 
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delle rette (§ 103). Così, per dare un solo esempio, la ditoma che ha l’equazione 
(1) A— X.’bo — 0 

passa pei punti d' intersezione del circolo A“0 ron ciascuna delle rette 
h — 0 , c~0 . Se le due rette coincidono in una sola la ditoma 

A — A* h' — 0 ha col circolo un doppio contatto, la b~0 essendone la 
sccante-comunc-doppia ; ciascun punto della ditoraa ha la distanza-tangenziale 
dal circolo A ~ 0 eguale a X volte la sua distanza dalla retta b ~ 0 . 
Quando il circolo si riduce ad un punto A si ha la nota proprietà della di- 
toma (sezione conica) rispetto al foco A ed alla sua polare b . 

"115. Casi particolari del sistema coordinalo. Se il triangolo CAB 
abbia un vertice C a distanza infinita, cioè esso si riduca a due rette paral- 
lele tagliale da una terza AB le (3) del § 93 e le (3) del § 96 divengono 

AQ, a ^ R f yv.r. A-f-y.B 

BP~— AQ--- R-u.B — p.A 

tv v W 

potremo ammettere che x -\-y — 1 , chele x y z sieno le distanze 
del punto M dalle rette BP QA AB misurate parallelamente all’altra 
retta, e che le u t> sieno le distanze della retta [u dai due ver- 
tici A B . 

•116. Un altro caso particolare è quello, in cui sia andato all’infinito tutto 
il lato AB del triangolo ABC ; allora si ha 

CP,^| , CQ.^f- , CP~-f , CQ^-f 

c ricadiamo nelle coordinate Cartesiane (§ 62) c nelle Plucherianc (§ 65) sup- 
ponendo z~i , e w eguale alla distanza dell’ origine C delle coor- 
dinate dalla retta [»,(’,«'] . 

ff 7. Proprietà generali. A tutti i melodi di coordinate che abbiamo ac- 
cennati si applicano le condizioni di congruenza spiegate al § 67 ecc., ed inoltre 
la distanza tra il punto (x ,y , z) e la retta fa . v, tv] è data dal primo 
membro ux -f- vy -+- wz della (C), purché si ritenga che x -\-y -hx~i 
(§ 92), e che a v w sieno eguali (§ 97), anziché soltanto proporzionali, 
alle distanze della retta dai tre vertici A B C ; e purché nei due casi 
particolari descritte nei §§ precedenti si facciano le supposizioni di x 1 
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e di z~i . — Cosi pure si applicano al caso generale anche i teoremi sulle 
tangenti, sulle polari, sui punti di contatto, sui poli, sulle poliche ecc. (§ 63 . . . 88) 

118. Retta alt infinito. È mollo importante distinguere i punti posti a 
distanza infinita, i quali, come è noto, deggiono considerarsi quali posti tutti su 
una retta. Nel metodo Cartesiano questa retta è data da z~0 , e nel Plu- 
rheriano da leroo , ossia [0,0,1] . Nel calcolo baricentrico essa ha 
1' equazione x 2 ~ 0 , ossia è indicata dal simbolo [1,1,1] , sic- 
ché 1' espressione haricentralc (§ 96) di tal retta è BC-f-CA +AB , che 
secondo i principii del metodo delle equipollenze è nulla ; I' eguaglianza delle 
distanze u t> tv della retta dai tre vertici del triangolo coordinato mostra 
che essa è situata all' infinito. — Nel primo dei casi particolari precedentemen- 
te considerati (§ 115) la retta all' inGnito è data da v~tv , ed u~0 , 
cioè [0,1,1] . 

119. Polari , poli e poliche rispetto ad un triangolo. I tre lati del trian- 
golo coordinato ABC formano insieme un luogo di 3.° ordine che ha l'equa- 
zione haricentrica 

CO 0 • 

Le due polari del punto (x 0 ,y 0 ,sj rispetto a questo luogo si deducono 
(§ 78, 117) dall’ equazione derivata yzx -+- zxy -)- xyz — 0 , cioè la pota- 
re (litoma ha 1' equazione 

(2) xjr* -f- zjcy — 0 , 

c la polarc-retlilinca ha 1’ equazione 

( 3 ) y*\ x ■+■ + -w = o , 

ossia è espressa da [—,— —]. — Se il punto è a distanza infinita, 

cioè se x o -t-y o -t- 2 o ~0 la sua polare-retlilinea tocca la diattomena (curva 
di 2.* classe) data dall' equazione haricentralc 

(4) vtv -+- tvu -f-uv~0 , 

perchè quest' equazione è soddisfatta da « — — , v~ — — ; la 

x o Vo s o 

medesima diattomena tocca il lato AB [0,0,1] nel punto dato (§ 74) da 
(tv -f- e) u ( tv ■+■ u) v' (v ■+■ u) tv' — ù -+- v — 0 , 
cioè nel punto (1,1,0) che è nel mezzo del lato AB ; dunque : Le po- 
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lari-rettilinee di tutti i punti alt infinito rispetto ai lati di un triangolo sono 
tangenti alt ellisse, che tocca i lati nei loro punti di mezzo. 

120. La predetta polarc-ditoma (2) di un punto qualsivoglia passa pei tre 
vertici del triangolo ABC , inoltre, se il punto è a distanza infinita, essa 
passa pel baricentro G (1,1,1) del triangolo (perchè quando 

0 la (2) è soddisfatta da x~y~z) . Dunque (§ 79): 
La retta alt infinito è polare-relti/inea del baricentro G rispetto ai tre 
Iati. — La polare-ditoma di un punto (jr o ,y 0 , 0) del lato AB si decom- 
pone nella retta «:~0 , che c la polarc-rettilinea, e nella retta x ) y-\~y a xz^. 0 
ossia [y 0 , .r 0 , 0] , che è (§ 81) la prima-pnlare-rettilinea. 

121. I tre vertici ABC del medesimo triangolo vengono a costi- 
tuire (§ 89) un inviluppo di 3.' classe, che ha l'equazione baricentrale 

(1) uvw~ 0 ; 

rispetto ad esso la retta [« ; , e 0 , tv J ha la polira-diattomena 
(2) -f- v t yvu -t- wjuv — 0 

ed il polo (3) -f- wjtv -+- UV'W — 0 



Perciò il polo della retta all'infinito [1,1,1] è il baricentro G (1,1,1) . 
— La polica-dialtomena della medesima retta all' infinito è la stessa ellisse (4) 
trovata nel § precedente. 

122. Cangiamento delle coordinate. Nel metodo Cartesiano è notissimo 
come si cangino le coordinate ; giova fare separatamente il trasporto dell’ origi- 
ne delle coordinate e la rotazione degli assi intorno ad essa. Se sugli assi pren- 
diamo le lunghezze CH CK eguali all'unità, il punto (.r,^':l) è dato 
dall' equipollenza 

CM~x.CH 4 -j.CK ; 
c rispetto a due nuovi assi dati da 

CH'-a.XH-M, CK , CK' sa CH -t- fi t . CK 
avremo CM~*'.CH'-t-/.CK'~ 

(et, X + a,/') CH 4 - (/3 ( x 4- 0, y) CK 
dunque x~ a, x'-t-a,j , y — 0,x'-\-0 x y . 

Se ambedue i sistemi sieno ortogonali, e sia a 1’ angolo di rotazione, si ha 
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cote t , fi ,— — <*, — *<*'> “ ; sicché il punto (x,y:i) sarà ri- 
spetto ai nuovi assi coordinali 

(xeosa — ^sena , xsen a-t-^cos a : 1) . 

123. Se le nuove coordinate Plucheriane u v vv sieno riferite agli 
assi C'H' C'K' , i quali rispetto agli assi primitivi CH CK sieno 
espressi da 

[ — sen <p , cos p : //] [eoe 4 , sco 4 : >v] 

osservando che nel nuovo sistema essi sono [0 , v : 0] [«',0:0], e che 

la retta all’ infinito è nei due sistemi [0 , 0 : n>] [0,0: tv'] , vedremo che 

le relazioni tra le vecchie c le nuove coordinate deggiono essere della forma 

u — ali cos 4- — fiv sen p , V— ali sen 4 -f- fii cos <p , tv — akii -+- fi/iv -}- tv , 

i coefficienti a fi dipendono dagli angoli HCK Il'C'K' : se ambedue 
sieno retti si ha ( § 35 ) 4 — f » considerando una retta parallela alla C'K' 
espressa da [«' , 0 : tv\ , si riconosce che se la sua distanza dalle origini 
C C' sia grandissima si ha 

w »' aAu'-f-w' 

«I u'cosp a «'cos p 

c trascurando ti in confronto di tv ne viene a~ 1 ; in simil modo 

si trova che fi — i 

124. Quando le origini C C sieno coincidenti, supporremo che i 
nuovi assi CH' [0 , li : 0] CK' [u',0:0] sieno espressi riferibilmente 
agli assi CH CK da 

[ — sen p , eos p : 0] , [cos 4 , se» 4 : 0] 

e troveremo come sopra le relazioni tra le vecchie e le nuove coordinate 
u~ ni/ cos 4 — fiv seap , v — a li sen 4 -4- fi v ' cos ? , tv~tv 
K nel caso che ambedue i sistemi sieno ad assi ortogonali, sarà 
4 — <P i a — fi— 1 . 

Che se conservando uno CH degli assi coordinati voglia sostituirsi al CK 
il CK' espresso da [cos 4 , sen 4 : 0] si trovano le relazioni 
U — ii , p~«'sen 4 + p cos4 , tv—tv . 

Potrà vedersi Plucker Enltv. 11, §§ 450, 455, 467, 486, 503, 513, 562. 
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-1 23. L' espressione baricentrica 

(1) A-t-/. B + S. C 


si riferirà ad nn nuovo triangolo coordinato A'B'C' ; quando si conoscano 
le espressioni dei primi vertici riferiti ai secondi, cioè si abbiano le 
(2) A:c»t ( .A -f-*,.B , Bzi:$ ( .A -+•$,. B -l-^.C , C^sr^.A -t-j-j.B -f-j.j.C 
(dove si suppone a 1 + a 1 -t-a | ~ccc.~-l) basterà sostituire nella (I) la (2). 
— Nello stesso tempo 1’ espressione baricentrale 

■n re u. BC -+- v. CA + ne. AB 

si muterà nella 


m <v u . B'C' -f- v . C'A' -f- vv . A' IV 


quando si esprimano i lati del primo triangolo coordinato mediante quello dei 
secondi: ora il metodo delle equipollenze deduce tosto dalle (2) che BC è 
la composta-equipollente (>, — A'B' -t- (fi l — y t ) C'A' • ma tal formula 
non può servire nel calcolo baricentrale, giacché in questo la retta BC deve 
essere data non solamente di grandezza e direzione, ma anche (§ 95) di posi- 
zione ; si trova che dee aggiungersi una parte, che è nulla nel metodo delle 
equipollenze, ma che non può trascurarsi nel calcolo baricentrale, e si ha 


( BC=a(>, — £,) A'B'-I-C^, — — >- t £ 1 )(A'B'-t-B'C'-i-C' A') 
(3) | CA-(«, — > J )B C'-t-(>- l — a l )A'I5'-f-(> i a i — «,y,)(A'B -t-B C -hC'A') 
( AB^(^,— a ,)C'A'+( !I -/3 i )B'C'-4-( a| /3 t — /3 ( «)(A'B'-t-B'C'-t-C'A') 


4 26. Passiamo invece dalle coordinate x y z u v w riferite 
al triangolo coordinato CAB alle coordinate Cartesiane x c y e ed alle 
Plucheriane u H v f (supposto z c ~i , w', “ 4 ) riferite agli assi coor- 
dinati indefiniti CA CB . Colle equipollenze dalla 

(4) M^x. A-t-/. B-f-*. C , x+y+z—i 
si deduce CM ^ x. CA -\-y. CB , quindi si ha 

(4) x c ~ x. gr CA y c —y. grCB . 

Il punto Q è dato (§ 96) da 

Q ti.C — w. A « p s-\ —w t 

^ ossia LA . 

u — w u — IP 

e da (§ 65) CQ — — dunque 


Digitized by Google 


60 


SP08IZ10NE DEI NUOVI METODI DI GEOMETRIA, ECC. 


da cui 


(5) 


Il — W 

U, ‘ w 6r C A 


_ v — w 
*'■ — wgrCB ’ 


^ 1 - 4 - U p . gr CA , ^ ~ 1 -t~ V f . gr CB . 

127. Retta mandala alt infinito. Col cangiamento delle coordinale, c 
specialmente coi metodi più generali baricentrico e baricentrale, si possono sem- 
plificare di molto i calcoli. Quando si tratta di proprietà projellive vi è un allro 
modo di semplificare i calcoli supponendo che stieno fermi gli assi, e si muova, 
cioè si muti collinearmente l'oggetto; ciò si eseguisce facendo andare aH'infmito 
una retta spettante alla figura. Cosà se abbiasi 1’ equipollenza di una curva 


porremo 


OM. 


^ x. OA ( -f- y. OB, 
ax-C-fiy~\-yz 


ed avremo un’ altra figura, nella quale sarà andata all' infinito la [a , /8 : y\ . 
Che se debba andare all' infinito la retta [a , / 3:0] passante per O po- 
tremo porre 

am *— y) AA < — ffy AB 

1 — ax — jSy 

Che se finalmente debba andare all'infinito la retta OA , cioè [0,4:0] 
porremo 

A JI »-»)A,A,+y.A,B 

' 1 y 


128. Calcolo abbrevialo. Nel calcolo bariccnlrico entrano tre punti A 
B C , e nel calcolo baricentrale si hanno tre rette coordinate ; ad oggetto 
di semplificare e generalizzare i calcoli si può supporre che quei punti o queste 
rette sieno provvedute di coefficienti o moltiplicatori arbitrari!, sicché d' altret- 
tanto sieno divise le variabili x y z u v w , che moltiplicano quei 
punti o quelle rette; in tal caso al calcolo si dà il nome di abbrevialo. Cosà, per 
esempio, il punto espresso da A-t-B-f-C è il baricentro del triangolo 
ABC ; inoltre nel calcolo abbreviato esso può essere un punto qualunque del 
piano a motivo dei tre coefficienti arbitrarii, che si suppongono compenetrati 
nelle lettere A B C . 11 calcolo abbreviato può adoprarsi in tutte le que- 
stioni riguardanti proprietà projellive , cioè che si conservano invariate nelle 
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projezioni, ossia prospettive : tali sono tutte le proprietà grafiche, cioè che ri- 
guardano soltanto congruenze, ed inoltre molte proprietà metriche , le quali d’or- 
dinario sono formate con 

\ 29. Rapporti projettii’i; il più semplice di questi rapporti è quello, che per 
una idea puramente negativa suol dirsi ariarmonico, e che noi diremo doppio- 
rapporto; esso ha luogo fra quattro punti in linea retta o fra quattro raggi di 
una stella. Sieno A M B N i quattro punti, c due di essi sieno riferiti 
agli altri due mediante le espressioni di calcolo abbreviato 


si trova 


M^:A — |U.B , NiÀ — r. B 
V ' AN.BM — V ' 


Più generalmente posto anche 

li ^ A — p.B , Sìs A — <r. B , ccc. è 

121 MR - KS ( ,« — p )( r — <r) 

' ’ MS. MI — (pi — «-)(» — p| ' 

Valori affatto analoghi hanno luogo rispetto alle stelle (ossia sistemi di linee 
rette passanti per uno stesso punto), cioè se nel calcolo baricentrale abbre- 
viato sia 


in a a — pi. li u ^ a — r. li 

sarà 

sen (mn;, sen (bn) pi 

seo (an). sen (lini) » ’ eCC ’ 

1 punti, o le rette, si dicono armonici quando il loro doppio-rapporto ha il va- 
lore — 1 ; tale è il caso dei quattro punti A , A-t-B , B , A — B ; 

quest’ ultimo sarebbe il punto all’ infinito se non si trattasse del calcolo abbre- 
viato, e 1' altro sarebbe il punto di mezzo della retta AB . 

•130. Chiameremo rapporlimultiplici quelli più complicati dei doppii-rap- 
porti, purché sieno projettivi; tal è per esempio 


( 4 ) 


AM.BN CR.DS 
AS.DR.CN.BM ’ 


essendo linee rette le AMB , BNC , CRD , DSA . Se col calcolo bari- 
centrico si abbia 


MiA — pi. B , Ni;B — v . C , R:o:C — p. D , S^D — o-.A 

il rapporlo-mulliplice (4) sarà “pirpir . — Merita pur esser notata una 
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formula identica alla (2), quando ciascun punto sia riferito a tre punti fissi 
ABC mediante i doppii-rapporti 


AB.CM AB.CJi 

AM.CB ^ ’ AN.CB 


AB.CR 

AR.CB 


iip , ecc. 


Se nel rapporto-mulliplice entrassero anche alcuno dei punti A 
gnercbbe notare che 


B C biso- 


AB.CA 

ÀA.CB 


AB CB 
AB.CB~ 


™ /3 ^ | 


AB. CC 

AC. CB 


~ 0 


sicché per esempio 


(5) 


AM.NB.RS (r — I)(p — <r) 

AS~.RB.KM ~ (p — I )(* — fi) 


altri esempii di uso frequente sono 


( 6 ) 


AC. BD . „ . AB. CD 

— 1 0 ^ 1 

AD. BC AD.CB 


(7) 


AM. BN 

AN. BM ' 


1 —r 


CB 
AB ' 
"CB 

àb‘ 


CN 

'AN 

CM 

AM 


(Ann. Tortai. Roma 1853, IV, p. 400.— Mem. Soc. Hai. 1854. T. XXV, 
Parte seconda, p. 281, § 122). 

131. Un' applicazione del calcolo abbrevialo ne renderà più facile l’ intel- 
ligenza. I vertici A B C ed i lati BC CA AB del triangolo coor- 
dinato sono sempre indicati da 

( 1 , 0 , 0 ) ( 0 , 1 , 0 ) ( 0 , 0 , 1 ) ; [ 1 , 0 , 0 ] [ 0 , 1 , 0 ] [ 0 , 0 , 1 ] 
inoltre nel calcolo abbreviato un punto qualsivoglia G è espresso da 
(*,M) , che significa A-f-B-f-C .In forza della solita formula di 

congruenza u x -f- vy -+- tvz — 0 (veggansi anche i §§ 67 ... 70) le rette che 
congiungono G coi vertici sono 

AG [0,1,— 1] , BG [1 ,0, — 1] , CG [1,-1, 0] 


ed esse incontrano i lati opposti nei punti 

P, (0,1,1) , P, (1,0,1) , P, (1,1,0) 

Il punto P^B-f-C è armonico rispetto ai due vertici B C (§129) 
con P 4 *i:B — C , similmente si hauno i punti armonici coi P, P, ; 
così si hanno i tre nuovi punti 

p, (0,1 , — 1) , p, (1.0, — 1) , P, (1 ,— 1,0) 
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e le rette che li congiungono coi vertici sono 

AP, [0,1,4] , IIP, [1,0,1] , CP, [1,1,0] 

le quali s’ incontrano nei punti 

G, (-1,1,1) , G,(l.-l,l) , G,(l ,1 , — 1) 

e questi sono congruenti anche colle rette AG BG CG . Così abbiamo 
3 punti ABC per ognuno dei quali passano 4 rette come ABP,P e , 
AGP t G, , ecc., 4 punti G per ognuno dei quali passano 3 rette, c 6 punti 
P intersezione di due sole rette; per questi ultimi passano anche le altre 
quattro rette 

P,P S P,[1,1,1] , P,P,P, [-1,1,1] , P,P,P, [1-1,1] , P,P,P« [1,1. — !]• 

Sarebbe facilissimo continuare questi calcoli, per esempio, l’ intersezione della 
AG [0,1, — 1] colla retta [1,1,1] sarebbe (§ 68) il punto ( — 2,1,1 ) , 
ecc. — Seia 3G^À-f-B-l-C s' intenda nel senso del calcolo baricentrico 
(§ 92), G sarà il baricentro del triangolo ABC , e la P,P,P, sarà a 
distanza infinita. — Se invece i moltiplicatori, che si suppongono (§ 128) com- 
presi nelle lettere ABC sicno tali che le coordinate x y z sieno 
eguali alle distanze del punto (x,y ,z) dai lati del triangolo coordinalo, G 
sarà il centro del circolo inscritto, e G, G, G, quelli dei circoli exin- 
scritti, ecc. 

132. I tre bali del triangolo ABC e la precedente P,P S P, [1,1,1] , 
che nel calcolo abbreviato può essere una retta qualunque, formano un quadri- 
latero completo , di cui le AP, [0,1,1] , I>P, [1,0,1] , CP, [1,1,0] 

sono le tre diagonali; queste tagliano la retta [u,v,n’] nei punti 
(tv — v ,u , — u ) , (e. tv — u , — p) , (tv,—tv,i> — u ) 
il primo dei quali, cioè (tv — p) A-t-uP, , ha per armonico (§ 129) rispetto 
ai due A P, 1’ altro punto (p — tv) A + u P, ossia (p — w , u , — u) : 
similmente si hanno gli altri due 

(p,«— p) (fv,—fv,a—v) ; 
questi tre punti sono congruenti, perchè 

(p— u) =(p,u— pp,— p) — (w, — w , u — p) ; 

( in questo modo esprimo l’ identità (§ 69) 

(p — tv) A-t-o.B — u.C~ p.A -f- (u — tv) B — p. C — w. A -t— mp.B — (u — p) C). 
dunque : Se le tre diagonali di un quadrilatero completo sono tagliate armoni- 
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camente rispetto ad una retta qualsii'Oglia, i tre punti di sezione sono in linea 
retta. Quando la retla è a distanza infinita, i punti di sezione sono i mezzi delle 
diagonali. 

433. Epilogo. Per profittare delle mutue relazioni dei calcoli baricentrico 
e baricentrale gioverà tenersi presenti al pensiero i precetti successivamente espo- 
sti. In punto M (x ,y, z) è dato dall' espressione baricentrica (§ 98) 

M sir. A •+-/. B -t- z. C 

dove supponiamo .r4-y4-~ — 4 , cioè M è il baricentro (centro di 

gravità) delle masse x y z poste nei punti ABC ; le x y z , 
che diciamo le coordinate baricentriche del punto M , sono le sue distanze 
dai lati BC CA AB del triangolo coordinato divise per le rispettive al- 
tezze del triangolo stesso. L’ equazione baricentrale del punto M è 
xu 4- ztv — 0 , 

cioè questa c la relazione tra le coordinate baricenlrali u v tv di ogni 
retta che passa pel punto M , e che è espressa baricentralmente (§ 96) da 
u. BC 4- v. CA — t— tv. AB 

L’ equazione Pluclieriana del punto M rispetto a due assi coordinati orto- 
gonali (§ 407) è la 

x. A -\-y. B 4- s. C ~ 0 , 

purché qui s' intenda che le lettere ABC sieno i primi membri delle 
equazioni Plucherianc dei punti ABC poste sotto la forma (jj 407) 

"e 4-“,^, 4-4 = 0 . 

Si può finalmente supporre che ABC sieno i primi membri (§410) 
delle equazioni Cartesiane di tre circoli di raggi arbitrarli aventi i centri nei 
punti ABC, allora 

M — x. A 4-/. B 4- z. C 

è il primo membro dell’ equazione Cartesiana di un circolo avente il centro 
M , cd inoltre questa stessa è la relazione tra le M A B C conside- 
rate rappresentare i quadrati delle distanze tangenziali (§144) di un punto 
qualsivoglia da quei quattro circoli. 

134. Una retta ni [« , e , tv\ è data dall' espressione baricentrale 
ni -r? u. BC-t-e. CA 4- W. AB 

col significato stabilito nei §§ 95, 96 ; le coordinate baricentrali u v tv 
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della retta m sono le sue distanze dai tre vertici A B C del triango- 
lo coordinalo. L’ equazione baricentrica della retta m è 
ux-Fvy+wz~i) , 

cioè questa e la relazione tra le coordinate barirentriche x y z di ogni 
punto della retta. — L' equazione Cartesiana della retta m riferita a due 
assi coordinati è 

«gr BC. a -t-egr CA. b -\-w gr AB. e ~ 0 , 

purché ora s’ intenda che « b e sieno i primi membri delle equazioni 
Cartesiane delle rette BC CA AB sotto la forma (§ 4 03) 

— X r SCO a cos a -f- a ~ 0 . 

435. La distanza tra un punto qualunque ( x,y,z ) ed una retta qua- 
lunque [«,«',«<] è (§ 4 00) 

ux-f-vy-hwz . 

436. Un luogo di punti è dato da un’ equazione omogenea 

f(x,y,z)z=Q 

tra le coordinate barirentriche del punto generico (x,y ,z) , le quali hanno 

i significati superiormente spiegati. — Si può invece supporre che x y z 
sieno funzioni date di una variabile / ; se queste funzioni sono intere, il 

luogo lo diciamo algebrico-razionale, ed il suo ordine uguaglia (§ 40) il mas- 
simo grado delle funzioni x y z in / . 

437. Un inviluppo di rette i dato da un’ equazione omogenea 

F (u , v , w) — 0 

tra le coordinate bariccntrali di ogni tangente [u,v,w] di quell’ inviluppo. 
— Si può anche supporre che u v w sieno funzioni date di una varia- 
bile / ; e se queste funzioni sono razionali-intere, la curva è algebrico-ra- 

zionale, la sua classe essendo il massimo grado di tali funzioni. 

438. Un inviluppo è dato anche mediante un’equazione omogenea (§ 409) 

tra quante si vogliano A , B , . . . . , queste avendo il significato superior- 

mente stabilito (§§ 407, 433) in coordinate Plucherianc, ed essendo perciò an- 
che eguali alle distanze dei punti A B .... da ciascuna tangente della 
curva. Invece di tre di queste ABC possiamo porre le coordinate bari- 
centrali u v w , allora l’ inviluppo sarà riferito al triangolo coordinato 

ABC , ed ogni altra lettera D , ecc. dovrà considerarsi come una funzione 

8 
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lineare A k - f- /z p -f- r tv , essendo DsìA. A /z. B -f- e. C l’espressione 
baricentrica del punto D riferito ai tre primi. 

439. Un luogo è dato anche mediante un’ equazione omogenea tra quante 
si vogliano a , b , ... , queste avendo il precedente significato (§§ d 03, d 34) 
in coordinate Cartesiane, ed essendo perciò eguali alle distanze di ciascun punto 

del luogo dalle rette n~0 , b~0 Invece di tre di queste a 

b e potrebbero porsi le x y z , ma in tal caso bisognerebbe ram- 
mentarsi clic esse sono le coordinate bariccntrichc moltiplicate rispettivamente 

per le altezze del triangolo coordinato, i cui lati BC CA AB sono posti 
sulle a b c (§ d04) : questa avvertenza diviene inutile se si tratti di una 
proprietà projettiva, per la quale serve il calcolo abbreviato (§ d 28), in cui i 
punti e le rette possono supporsi moltiplicati per coefficienti arbitrarli. — Tutte 
le a , b ... possono ridursi a tre sole, c ciò mediante le espressioni bari- 
centrali della forma «li!: A. a -+- u. b-f- r. *• , 

dove dee notarsi che tulle lo a li c ri ... deggiono essere rette uguali. 

d40. Finalmente un lungo può esser dato anche mediante un’ equazione 
omogenea tra alquante A , B , .... considerale come primi membri di 
equazioni Cartesiane di circoli, c tra alquante a , h , ... considerate come 
primi membri di equazioni Cartesiane di rette; seggasi § dd4. 

d 4d . Passaggio dulie, coordinale baricentriche alle baricentrali e vice- 
versa. A motivo della proprietà delle funzioni omogenee T equazione bariccn- 
trica J\x ,y ,z)~0 di una curva può anche scriversi 

(d) f"x+/y+f »*= o ; 

ed insieme con essa sussiste la sua derivata 

(2) f'&x+f"ày+J"'&z = 0 . 

Sappiamo poi (§ 63) che l'equazione della tangente è f" x z~ 0 , 

nel calcolo bariceutrale essa si segna con ux -f - vy -f- wz ~ 0 ; dunque le 

u v tv sono proporzionali alle derivate parziali j" J" f" , e perciò 
in forza delle (d) (2) si ha 

(3) u~ \yàz —ydz—ztiy , tcz. xdx ~idjr— jrd-z , vtr^Z \ xày\ ^zxdy— ydx . 
Mediante relazioni affatto analoghe si ripassa dalle coordinate baricentrali alle 
baricentriche (§ d 47). 

142. Modo di rendere omogenee le equazioni. Giova saper rendere omo- 
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genea una funzione delle coordinate baricentriche x y z ; ora noi abbia- 
mo stabilito (§§ 92, 433) che per ogni punto del piano c x-\-y-\-z~ 4 , 

quindi è lecito render omogenee le equazioni a coordinate baricentriche molti- 
plicando i termini che ne abbisognano per qualche potenza di x-( ~y-\-z 
fc notevole che questa j: — f— ^ —1— -3 uguagliata a zero è l’equazione della 
retta, che sta a distanza infinita : in egual modo le equazioni a coordinate Car- 
tesiane le abbiamo rese omogenee (§62) introducendovi la z ,e z~ 0 
rende infiniti i rapporti x \z y:z clic sono le coordinate di un punto. F, 
infatti evidente che le distanze di un punto qualunque dalla retta all' infinito 
sono eguali. 

443. Esempio. Qual è il luogo dei punii, le cui distanze dalle rette BC 
CA hanno il prodotto in dato rapporto colla distanza dalla retta AB 
La condizione è espressa dall’ equazione 

z ~ A xy 

che resa omogenea diventa 

xz+yz+z'— A-r/zzO , 

la quale appartiene ad una ditoma che passa pei punti A (4 , 0 , 0) B (0 , 4 , 0) 
ed anche pei (0,4, — 4 ) (4,0, — 4 ) clic sono i punti all' infinito delle 

rette CB CA . La tangente in ciascun punto della ditoma è (§ 63) 

[•* — i z—Xx , x+y-i-2z] ; 

perciò nel punto A è [0, — A , -I ] in B è [ — A, 0,4] e nei punti 
all’ infinito gli assintoti sono [4-t-A,4,4] [4,4 — t— A , 4 J , rette che fa- 

cilmente si costruiscono, per quanto abbiamo detto, nei §§ 94, 96, 67 ecc. 

444. Più complicato è il modo di rendere omogenee le equazioni baricen- 
trali; eccolo quale fu trovato dal Salmon. Sia (103, 134) 

— X c sen A cos A + A' “ 0 

1’ equazione di una retta arbitraria riferita alle coordinate Cartesiane ortogona- 
li, e sieno .r^TrO y c — 0 le coordinate del punto C , x c ~ b 0 

quelle del punto A , ed x c ~e y e ~& quelle del punto B , 

le distanze di questi vertici del triangolo coordinato dalla retta predetta sono 
(§ 403) 

X'~w , — b sen A -4- A' ~u , — esen A-t- /Seos A-f- A' “ v , 

eliminando A' e A si ottiene uu’ equazione tra u v ve , la quale 

dee sussistere qualunque sia la retta : tale equazione contiene i termini 
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b'p — b'v' — Zbeuv—vc. — b'iP- 


a gr BC \ 

- 2 =— ; C08 C. UV — ec.) 
gr CA ' 


(essendo C A B gli angoli del triangolo CAB) ; a motivo della sim- 
metria che dee presentare l'equazione si trova che, chiamate a fi y le al- 
tezze del triangolo ABC , essa è 

«* v* , w* 0 « v r 0 e n> . 0 » u „ . 

— — 2— -v-eosC — 2 y — cos A — 2 cos /j — 1 

a* fi' — y' a fi fi y y a 

11 primo membro fi di questa equazione servirà a render omogenea un’equa- 
zione che non sia tale. La b'fi' fi si decompone nei due fattori immaginarli 

« gr BC + e gr CA. / ±C -f- gr AB. ; 


siccome in ciascuno di questi fattori la somma dei coefficienti delle coordina- 
te uvw è nulla, cosà può considerarsi che tali fattori eguagliati a zero sieno le 
equazioni barìrentrali di due punti immaginarii posti a distanze infinite. 

145. Nel caso particolare delle coordinate Plucheriane ortogonali (§ 71), 
supposto che tv sia la distanza della \u,vuv\ dall’origine delle coordi- 
nate, si ha sempre 

«* -+- d ~ 1 , ed H — u' -+- d 


è la funzione, che serve a render omogenea un’equazione Plucheriana. 

Esernpii. Qual è 1‘ inviluppo delle rette , le cui distanze da due punti A 
B hanno dato prodotto? Ls condizione è espressa (§97) dall'equazione Xuic= 1 , 
che si rende omogenea scrivendo Xuv~H , ed è 1’ equazione di una diatto- 
mena. Se si supponga che C sia a distanza infinita (§115) e gli angoli 
BAC ABC sieno retti, si ha 

X gr’ AB uv~d-\-d — 2 uv . 

— Qual è I equazione baricentrale del circolo, che ha il centro nel punto 
(X,ft,r) ed il raggio r ? La condizione che tutte le tangenti abbiano dal 
centro la distanza r c (supposto A -t- /u -J- r — 1) 

X u — }— /u f r w~ r , 

che diventa omogenea scrivendola 

(X u -t- ft v -+- v wf — r'n . 

146. Sui metodi generali di coordinale potranno consultarsi, oltre i luoghi 
già citali: Carnot, Géorn. de Posi /. 1803, § 415. — Sturm, An. Gerg., Févr. 
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1825, N. 8; Bull. Fe'r., Mars 4825, HI. — Gergonne, Ann. 1827. — Mii- 
bius, Der barycenlrische Calcili. Leipzig, 1827. — Bobillier, An. Gerg. 1828, 
XVIII, N. 11. — IMiicker, J. Creile, 1829, V, p. 1, 267; 1832, IX, p. 124; 
1833, X. N. 15, 24; X, N. 3, 9, 19. System der analyt. Geometrie. Berlin 
1835; Theorie der algebr. Curvai. Bonn. 1839; System der Geom. des Bau- 
mes. Dusseldorf 1846. — Coriolis, J. Ec. polytechn. 1835, XV, xxiv. 
p. 133 ... 141. — Cliasles, The'orernes sur les contacts des Jignes et des sur- 
faces courbes. — Joachimslhal, J. Creile , 1846, XXX11I, N. 22. — Pliicker, 
J. Creile, 1847, XXXIV, p. 329. — Terquem, N. Ann. 1848, VII, p. 5, 
277; 1849, VII, p. 113. — Ilesse, J. Creile, 1851, XLI, p. 288. — Salitimi, 
J. Creile, 1851, XLII, p. 277 ; Tratl. delle sez. coniche. Napoli 1857 ; A 
Treatise on thè higher piane Curves. Dublin 1852. — Woepckc, J. Liouv. 
1855, XX, pag. 139. 

147. Alcune applicazioni gioveranno a far meglio conoscere 1' uso degli 
esposti metodi. Equazione baricenlra/e corrispondente a data baricentrica, 
li equazione generale delle ditome 

ax' -f- 2 fxy -t- by' -f- 2 exz -4- ec. — 0 
può scriversi molto opportunamente sotto questa forma 

ax' -|- fxy -4- exz 
+ fxy + by' -h dyz 
-+- exz -t- dyz -|- cz' ~ 0 ; 

i coefficienti così disposti formano un determinante simmetrico H , che di- 
cesi f Hessiano della funzione ax' 4- ‘ifxy -+- ec. ; si calcoli il suo determi- 
nante conjugato h (Sposizione element. della teorica dei determinanti, Meni. 
Ist. Veneto, 1857, VII, §§ 55, 79) 
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e si avranno (jj 141) i coefficienti dell’equazione Plucheriana o baricentrale della 
curva considerata come un inviluppo, cioè riguardatala come diattomena 
a u' UH' 

-1- f uv -f- /S v' -f- S e w 

-f- « uve + S vve -f- y ve' — a «' -|- 2 £ uv -f- ecc. ~ 0 
Infatti ciascuna riga del primo determinante è formata coi coefficienti delle de- 
rivate parziali dell’ equazione Cartesiana o baricentrica f(x,y,z) — 0 , 

sicché (§§ 63, li 7) la tangente [u,v,iv] è data dalle tre equazioni 
ax+fy-\-ez~u , Jx-yby -\-dz~v , ex-±- dy-\-cz— ve , 

le quali per la teoria dei determinanti danno 

v-\-e w~Hx , ^ u-y fi v -\-l w — II y , f u-)~iv-yyw~Hz ; 

e se questi valori lineari di .r y z si sostituiscano nell’ equazione 
f ( x ,y, z) — 0 ne risulta, in forza di note proprietà dei determinanti coniu- 
gali, 1' equazione 

F(u,o,te)~au'-1-2{uv-yec.~0 . 

148. Sistemi di rette concorrenti. Quando 1* Hessiano // è nullo ha 

luogo un' equazione lineare tra i valori di u v w , la quale esprime un 
punto, pel quale passano tutte le tangenti, cioè II~0 è la condizione ne- 

cessaria e sufficiente perchè il luogo si riduca a rette congruenti, cioè perchè la 
f(x ,y,z)~0 sia riducibile a due sole variabili. — Similmente se si annul- 
li 1' Hessiano dell'equazione bariccnlralc F(u,e,ve)~ 0 l'inviluppo si 
ridurrà a punti in linea retta. 

1 49. Ditome circoscritte o inscritte ne l triangolo coordinato. L’equazione 
baricentrica della ditoma circoscritta al triangolo CAB dovendo verificarsi 
quando si annullano due delle x y z avrà la forma 

dyz-\-ezx-irJxy—Q , 

perciò il corrispondente Hessiano ed il suo ronjugato sono 


o ,J , e 


— d , de , df 

/, 0 , d 

f 

de , — e' , ej 

e , d , 0 


df,ef, 


sicché 1' equazione baricentrale di lai curva è 

— d 2 deuv 2 dfuee — ec.~0 
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a cui può darsi la forma 

— Viceversa, le dianomene inscritte nel triangolo coordinato hanno 1 equazio- 
ne bariccntrale 


e la bariccntrica 


llviv -(- evvu -f- fuv — 0 


f dx+f' ey + f'/z = Q . 

Il punto di contatto della retta \u,v,iv] con questa diattomena è (§ 74) 


(fv->rew ,/u-j-du' , eu-\-di>) ; 
quindi i punti di contatto coi tre lati del triangolo sono 

(0 ,/,<?) (f , 0 , </) (e,d, 0) , 

cioè essi hanno le equazioni baricentrali 

fo-y-etv—Q , fu-\-dtv ~ 0 , eu + do — 0 , 
ossia (§ 101, 133) le espressioni bariccntrichc 

/B-t-e.C fA-hd.C , e.A-t-zf.B ; 
se ne deduce, che essi formano un'involuzione-negativa coi vertici del triangolo. 

150. Circoli. La predetta ditoma circoscritta è un circolo quando i coeffi- 
cienti d e f sono proporzionali ai quadrati dei seni degli angoli del trian- 
golo coordinalo, cioè f equazione bariccntrica del circolo circoscritto è 
yz sen’ A -+- zx sen' B xy sen’ C “ 0 . 

Se invece delle coordinate baricenlriclic x y z vogliamo introdurre le 
rette a b c eguali all' unità, e prese sui lati BC CA AB , dob- 
biamo porre in luogo di x {§ 139) la a divisa per l'altezza del triangolo, 
oppure moltiplicata per sen A , e cosi delle altre; sicché l’equazione diventa 
sen A. foe sen ca-t-sen C. ab — 0 


a cui può darsi il significato accennato al § 114. L’ equazione baricentrale del 
medesimo circolo è (§ 149) 

sen A Z 7 u -f- sen B ? v -f- son Cf ' tv ~ 0 


11 circolo inscritto nel triangolo coordinalo ha 1’ equazione bariccntrale 

ABC 
Clg-J ow + ctg— svu + elg— ut>—0 , 
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come facilmente si riconosce osservando che il punto di contatto col lato BC 
B C • 

ha 1' equazione clg — w-f-cig — 0 , ossia ha l'espressione bariccntrica 


C«4.C + c«g 
quindi 


L’ equazione baricentrica del circolo inscritto è 


l/ctg-i x + l/ ctg ^-y+l/ c tg ~0 


a cui, come sopra, può darsi la forma 

cos 4 ^ 'a + cos^bH-cos-^e ~ 0 . 

•151. Ditoma che passa per cinque punti dati. Se sui lati BC CA AD 
DB del quadrilatero BCAD , che ha per vertici quattro dei punti dati, 
supponiamo prese le rette a b d e , 1 ' equazione della ditoma do- 

vendo essere soddisfatta da a~h~0 , da b— d~ 0 , da d — r — 0 
e da e — a ~ 0 sarà 

a.d — ii h r f 


dove p è un coefficiente numerico, che determineremo in modo che la curva 
passi pel quinto punto K . La presente questione essendo projettiva può 
adoperarsi il calcolo abbreviato, cioè non vi è alcun bisogno che le rette abbia- 
no lunghezze eguali. Se, per esempio, sono dati i punti 

B(4, — 2, — 1) , C(2,5, — 4) , A(1 ,0,0) , D(l,2,3) 

le rette sui lati del quadrilatero sono 

a[ 13, 14, 24] , b[0,4,5] , d[0,3,-2] , e[4,13,-10] ; 

sostituendo nelle solile ux- t-(y-r« , r date da ciascuna di queste rette i va- 
lori di x y z del quinto punto E ( — 3,2,2) si ottengono i valori 37, 
18,2, — 6 , perciò 1’ equazione cercala è 

54 (1 3 a- -t- 1 Ay + Uz)(Zy — 2 4 -4- 37 (Ay -1- 5a) (4-r + 1 3y — 1 0-a) = 0 . 

Tutto ciò vale qualunque sia il sistema coordinato, a cui s' intendono riferiti i 
dati punti; supponiamo che esso fosse quello, che ha AB (| C, per triangolo 
coordinato , ed ora voglia invece riferirsi al triangolo coordinato ABC , ri- 
spetto al quale sieno y t z t le nuove coordinate. Sia, per esempio, 
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B-4A-2B-C,, , C-|A-t-|B 0 — J-C, 

la x 1 .A4-/,.B-H2 l .C£r(j? < -f4j' 1 +-|«,)A+( — ^r.+j^JB,— (>',+ 3 ~,)C o 

— jr A-f-/.B l) -(-^.C 0 

dà x=X i -^-Ajr l -i-ji i , , 

che sostituite nella trovata equazione la riducono 

54 jr, (- 1 2 y t + 23 z) - 37 y, (1 2 *, + 1 1 3 z,) = 

— — 1092 J -, ri -M242.r 1 5 1 — 4d8ij l z,~0 . 

che è soddisfatta dai punti dati, i quali ora rispetto al triangolo coordinato 
ABC vengono indicati da 

B(0,1,0) , C(0,0,1) , A (1,0,0) , D(113,— 23,— 12) , E(37,— 18,— 6) . 
La polare del punto, che ha le coordinale x a y t z a è (§ 64) 

[— 1092^+1242^ , — 1092 jr, — 4181 z 0 , 1242x 0 -4181 r J ; 

acciocché questa sia la retta [1,1,1] posta all’infinito, bisognerà che sieno 
uguali i tre binomi!, il che dà il punto 

(4181.4331 , 1242.6515 , —1092.1847) 

che è il centro della chiesta ditoma ; essendo ben noto la polare del centro es- 
sere la retta all’ infinito. 

152. Doppio-rapporto delle stelle inscritte in una ditoma. Se le a b 
d e avessero il significato stabilito nel § 103, il valore di sarebbe il 

rapporto delle distanze di un punto qualsivoglia dai due lati opposti BC AD , 
e dagli altri due del quadrilatero ADBC ; questo rapporto è quindi (§ 151) 
costante per tutti i punti HI di una ditoma circoscritta al quadrilatero. Sic- 
come la distanza del punto M dal lato BC è 

MB.MC. senBMC 
BC 


cosà è pur costante il doppio-rapporto 

seuBMC.sen AMD a.i BC.AD 

senBMD.seo AMC t.b ' BD.AC 

40 
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Quindi tulle le stelle, che hanno il centro M sulla predella ditoma, e i cui 
raggi passano pei punti fissi B C A D sono tra loro collineari. Esten- 
sione questa del notissimo teorema sugli angoli eguali inscritti in un arco di 
circolo. 

153. Combinazioni delle equazioni delle linee. Nello stesso modo, con 
cui abbiamo veduto (§§ 103, 107, 114) che si possono combinare le equazioni 
delle rette c dei punti, possono trattarsi anche le equazioni dei luoghi o degli 
inviluppi ; sicno f F t i primi membri delle equazioni baricentrica e bari- 
centrale di una ditoma-diattomena, e, secondo il solito, sieno a , b , .... 

A , B , i primi membri delle equazioni baricentriche delle rette e 

delle equazioni bariccntrali dei punti. — La 

/, -t- o.b — 0 

è una ditoma, che ha colla f — :0 le due secanti-comuni a b ; giacché 
quei valori che danno f,— 0 , «ZZO danno pure 0 .Per- 

ciò la f “0 sarà una ditoma avente colla _/ t ~0 un doppio con- 
tatto, dì cui «s è la corda o secante-comune doppia. Se le tangenti nei due 
punti di contatto s’ incontrano nel punto A , questo lo diremo 1' apice-co- 
mune doppio delle due dianomene, c la stessa curva che ha 1' equazione bari- 
centrica avrà la baricenlrale F f -+- A’ zz 0 

154. Facilmente si determinano le secanti-comuni di due delle ditome 

(1) — o ,/, + b’zzO ,f,+*'=0 . 

Quelle delle due prime sono 

(2) a b — 0 , o — b — 0 

e stanno armoniche (§ 129) tra le due secanti-comuni doppie ab .In 
quattro modi differenti tra le sci secanti-comuni delle (1) se ne possono sce- 
gliere tre che sieno congruenti, tali sono, per esempio, le 

(3) a — b zz 0 , a — ~ 0 , b — «• ZZ 0 ; 

dunque esse tutte formano un tetragono-completo (cioè un quadrilatero ordi- 
nario aggiuntevi le due diagonali), e le (3) dimostrano il Teorema: Date tre 
ditome aventi ciascuna un doppio contatto con una quarta, pel punto, in cui 
s' incontrano una secante-comune della prima e della seconda ed una secante- 
comune della seconda e della terza, passa pure una secante-comune della 
terza e della prima. 
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155. Teorema del Brianchon. Come un caso particolare supponiamo che 
le ditome (1) si riducano a sistemi di rette 

(4) ni n ~ 0 , |» q ZZ 0 , r * zz 0 ; 

una secante-comune del primo c del secondo sistema c la retta, che unisce il 
punto mp (cioè 1' intersezione delle rette m c p) col punto n<| ; 
un’altra secante-comune è quella che unisce i punti pi* q* ; e pel punto 
d’ intersezione di queste rette passerà anche la retta dei punti «m rn 
Potrebbe rimanere del dubbio sulla scelta di quest' ultima secante-comune; erro 
un’ altra dimostrazione del medesimo teorema : 

156. Sia MPRNQS un esagono circoscritto alla diattomena F t zzO 
(suppongo che il punto M sia quello precedentemente segnalo con mp , 
P quello segnato con pr , ecr.) ; i due sistemi di tre punti ciascheduno 
dati dalle equazioni baricentrali 

(5) M.R.QzzO , P.N.SrzO 

possono considerarsi come due inviluppi di 3.' classe contenenti le nove rette 
MP RN QS MS QN RP MN QP RS , quindi vi saranno in- 
finite triatlomene, che toccheranno le medesime rette, c tra questi infiniti invi- 
luppi di 3.‘ classe ve ne sarà uno composto della diattomena F\ , la quale 
tocca le sci prime rette, e del punto d'intersezione delle due rette MN OP , 
tale inviluppo comprenderà anche 1’ ultima retta RS , c questa non potendo 
toccare la diattomena passerà necessariamente pel punto d' intersezione 
MN (QP). 

157. Altra dimostrazione del teorema del Brianchon. Chiamato L il 
punto d'intersezione dei due lati opposti SM RN dell'esagono MPRNQS 
circoscritto alla diattomena F t , questa perchè tocca i lati SM (ossia LM) 
MP PR RN (ossia LR) avrà l' equazione 

F t — M.R -t- A. L.P — 0 

e perchè tocca i lati MS (ossia LS) SQ QN NR (ossia LN) 
avrà I* equazione 

.F t ~N.S + ^. L.Q — 0 

quindi sarà identicamente 

(6) M.R — N.S=zL(*.P — p.Q) 
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eguagliando a zero il primo membro si ha l’ inviluppo delle quattro rette MS 
R.N MN RS , le due prime passano per L , quindi le due ultime deg- 
giono incontrarsi nel punto à.P — fi. Q , cioè le tre diagonali MN RS 
PQ sono congruenti. 

158. Teoremi correlativi ai precedenti. Per la dualità i teoremi prece- 
denti, che sono lutti projelliri, danno i loro correlativi mutando i punti in rette 
e viceversa, e questi possono dimostrarsi con calcoli pienamente analoghi. Tre 
ditome aventi un doppio contatto con una quarta F possono rappresentarsi 
anche colle equazioni haricenlrali 

(1) F.-t-A'rrO , /’.-t-B’— 0 , F t - t-C’ = 0 

ed A B C saranno gli apici-comuni doppi! di ciascuna di esse colla 
~0 . Gli apici-comuni delle due prime dianomene sono 

(2) A-f-B — 0 , A — B = 0 
armonici tra i due punti A B . I tre apici-comuni 

(3) A — B — 0 , B — C = 0 , C — A — 0 

sono congruenti ; ed i sei apici-comuni delle (1) presi a due a due sono i vertici 
di un quadrilatero-completo. — Se nella diattomena F t sia inscritto un 
esagono MPRNQS ai tre sistemi dei suoi vertici opposti 

(4) M.N=0 , P.Q — 0 , R.S — 0 
può applicarsi ciò che dicemmo delle dianomene (1), e perciò sono congruenti 
i loro apici-comuni MP(NQ) (cioè punto d’ intersezione delle rette MP 
NQ ) PR(QS) SM(RN) . — Questo teorema di Pascal può anche di- 
mostrarsi considerando i due sistemi dei lati alternativi dell’esagono inscritto 
nella ditoma F t , i quali formano i due luoghi di terzo ordine 

(5) m.r.q ~ 0 , p ii * zz 0 ; 

tra le infinite trilome che passano per le loro intersezioui mp rn q* 
ai* qn rp mn qp r* vi è il sistema della ditoma F t e della 
retta, che congiunge i Ire punti mn qp r* , nei quali s' incontrano i 
lati opposti dell' esagono. — Finalmente se chiamiamo 1 la diagonale RS 


dell’esagono, che ha i lati m p 
f % avrà le due equazioni 

p n q * , 

la ditoma circoscritta 

m.r-|~*. Ip 0 

, nn-j-jti.l.q 

= 0 
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quindi (6) top — n.»=zl(A.p — (i.q) 

il primo membro eguagliato a zero esprime quattro punti, dei quali i due nin 
nr sono sulla retta I , e gli altri due mn ni sono su una retta che 
passa pel punto p«| . 

■159. Equazioni più semplici delle ditome. Mutando in tutta la generalità 
il sistema delle coordinate 1' equazione di una curva comprende tutte quelle 
dello stesso genere, cioè che si possono dedurre col mezzo della omologia, ossia 
che sono tra loro collineari, il equazione della parabola riferita alle coordinate 
Cartesiane è y' ~ kxz ; questa sarà per conseguenza F equazione di tutte le 
curve del genere della parabola, purché le x y z si riferiscano ad un 
qualunque triangolo coordinato (§ 92). Ad una simil conseguenza si giunge- 
rebbe partendo dall' equazione xy~z' dell' iperbola riferita agli asintoti. 
E noto che le curve del 2.“ ordine appartengono a questo unico genere; il che 
corrisponde col teorema che una funzione omogenea di 2.“ grado fra tre varia- 
bili può sempre risultare dalla somma di un quadrato e di un prodotto di fun- 
zioni lineari. — L’ equazione semplicissima di tutte le ditome è quindi la 

(d) xy—kz' , 

alla quale si soddisfa ponendo xzzk , y^nt , z~t , sicché lutti i punti 
della curva sono indicati da (k ,1,1) , cioè espressi baricentricamente da 

quindi (§ 92) il prodotto delle distanze di un punto della ditoma dalle due rette 
BC CA ha un rapporto costante col quadrato della distanza dello stesso 
punto dal terzo lato AB del triangolo coordinato. La tangente nel punto 
(x a , Xo • 2 o) della curva ha F equazione (§ 63) 

( 2 ) -MZ'tzz. 0 

ossia è indicata da [y 0 . x 0 , — 2À^J o da [t' , k , — 2 kt\ ed espressa 

baricentralmente da 

m-ABC+A.CA — 2A/.AB ; 

quindi (§ 97) il prodotto delle distanze di una tangente della diloma dai due 
punti A B ha un rapporto costante col quadrato della distanza della me- 
desima tangente dal terzo vertice C del triangolo coordinato. — L’ equazio- 
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ne di tutte le tangenti, cioè la relazione omogenea tra le WZZt' , v~k , 
«crr — 2 kt si ottiene eliminando t ed è 

(I) 4 kiw~w' . 

Essa è della medesima forma della (I), sicché le ditome sono anche dianomene, 
e le loro derivate-polari sono dello stesso genere. 

160. Risulta palesemente da quanto dicemmo od anche soltanto dalle 
indicazioni 

(*,/’,/) [f,k,-ìkt] 

di tutti i punti e delle corrispondenti tangenti della ditoma che questa passa pei 
punti A B dati da /~0 , l~oo ed ha colà le tangenti CA CB , 
sicché il triangolo coordinato ha per lati due tangenti e la corda dei punti di 
contatto. — I due punti corrispondenti a / ed a — t sono congruenti 
coll’ apice C , giacché 

CMevi. CA-t-A CB . 


c le loro tangenti si tagliano in uno stesso punto 

R~A.A — AB 

della secante AB . Finché t ha lo stesso segno di k il punto M 
della curva cade dentro del triangolo coordinato. 

161. Ditoma riferita ad un foco. Quando la diloma si riferisce ad un 
triangolo coordinato, di cui ciascun vertice abbia per polare il lato opposto, le 
equazioni baricentrica c baricentrale prendono le semplici forme (§ 64) 

(1) ax' + by'+cz' = Q , (I) £+£+^=0 • 


Tanto osservando che il polo della [k 0 , t> 0 , c , y , , quanto 

notando che il punto (jr a ,y 0 , cj ha la polare [ ax 0 ,by 0 ,cz^ si trova che 
il polo della retta all' infinito [1,1,1 ,J cioè il centro della ditoma, è 



— In particolare, se il triangolo coordinalo sia rettangolo in C , e le co- 
stanti a b sieno proporzionali ai quadrati dei lati CA CB , il punto C 
è un foco della ditoma, ed AB ne è la polare (direttrice) ; infatti 
ax' + by' ~ gr 1 CA. x' -t- gr’ CB.^’ è (§ 92) la somma dei quadrati delle 
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distanze del punto M dai lati CB CA , cioè “gr’CM , e — cz' 
è proporzionale al quadrato della distanza di ]\1 dalla AB . 

4 62. Inscrìvere nella ditoma un triangolo, i cui lati passino per tre 
punti dati. La (litoma riferita all' apice C alle due tangenti CA CB ed 
alla corda dei punti di contatto AB ha (§ 159) 1' equazione bariccntrica 

xy — z' 

(giacché quando si tratta di proprietà projettive può porsi Azzi), ossia ogni 
suo punto è indicato da (4 , f , l) . Possiamo supporre che due dei punti 
dati sicno sulla corda AB , quindi li indicheremo con (4,«,0) (4,&0) , 

sia (i , /*, /) il vertice del triangolo cercalo, da cui partono i due lati che 
passano per questi due punti, il primo lato sarà [«/, — /,/*— a] , ed incon- 

trerà di nuovo la ditoma nel secondo vertice (4 ,-jr , — ~) ; similmente il 

terzo vertice del triangolo inscritto nella ditoma sarà 

(i + i) ( ij,0)-£(i ,f,t) . 

Bimane da soddisfare alla condizione di congruenza tra questi due vertici del 
triangolo cercato, c il terzo punto dato, che supponiamo essere (y ,$,«) ; tal 
condizione è espressa (§ 69) dal determinante 
— al 

C , —/3t —QzZptC + Qlf — a'tr — cilt-aQyt+ttpy l 

y , 5 , i 

che diviso per ($—a)t è 

bt — f— (« H — ^) » / — t— a@y ~ 0 ; 

quiudi il primo vertice del triangolo cercato può avere due posizioni differenti 

(4,00 . (i - 00 , 

essendo /, l x le radici della predetta equazione. La retta che congiunge 
questi due punti di soluzione è (§ 68) 

[0, . 1 . ,-o , 

ossia, per la nota proprietà delle equazioni di secondo grado, 

[a/3y , S , zi -4- fa ] ; 

a motivo poi della relazione 

2 [<tfiy ,s,at -h/3f ] — \a0y — «eS , S — /Sy ,2*1 -f- 2#l ] -f- (Jìy-\-%) [a , 4 , 0] 
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si vede che la predella retta delle due soluzioni è congruente colla [«,1 ,0] 
polare (§ 1 59) del primo fra i punti dati, e colla [a/3y— «S , S — fiy , 2a«-f-2(3f] , 
che unisce lo stesso punto dalo (l,a,0) coll'intersezione (2*,— 2/S*,S— /3y) 
delle polari [yS , 4 , 0J [&,}-, — 2*] degli altri due punti dati. A simili con- 

seguenze si perviene permutando tra loro i punti primo e secondo, sicché si de- 
terminano per tal modo due punti della retta, la quale poi taglia la ditoma nel 
cercato punto (1 , f , t) . 

— Del celebre problema d' inscrivere nel circolo un poligono, i cui lati o passino 
per punti dati od abbiano data lunghezza, io credo aver data la prima soluzione 
analitica di facile costruzione geometrica trovata direttamente col metodo delle 
equipollenze; Saggio (1835) ed altre memorie citate al § 27. 

163. Tritoma-triailomena. La forma ordinaria delle equazioni delle due 
parabole cubiche e dell' ipcrbola cubica mostrano che esse appartengono al ge- 
nere di curve, che riferito al triangolo coordinato CAB ha 1' equazione 
baricentrira 

( 1 ) xy'-hz' ; 

la tangente nel punto (x 0 ,y 0 , z ^ ha 1' equazione 


( 2 ) 


+ 2 x a y ù y — 3 kzjz 


0 ; 


sicché tutti i punti possiamo esprimerli con 
e le tangenti con 


avendo tolto ad uzzy'—f , tc^xyzz.'ìkt , tvzz — 3 kz'~ — 3 hi* il fat- 
tore comune /" ; c la curva considerata come inviluppo ha l' equazione 

baricentrale 


(I) 27W-+-WzzO , 

che essendo della stessa forma della (1) mostra che queste tritome sono anche 
trialtomene (cioè di 3." ordine c di 3.* classe), e che le loro derivate-polari ap- 
partengono al medesimo genere. 

1 64. L’ espressione bariccnlrica 


dà 1' equipollenza AM^ 


M-vA.A + /‘.B4-/’.C 
t‘.AB-M*.AC 
t-M’-M' 


la quale mostra che corrisponden- 
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temente a / — 0 la curva ha in A un regresso colla tangente AC . Si- 
milmente per t~ oo si ha 

BMis*- BA4-ÌBC 

clic mostra esservi in B un flesso colla tangente BC ; cosi il triangolo 
coordinato ha per lati la retta AB , che unisce il regresso col flesso, e le 
loro tangenti. 1 due punti corrispondenti a t ed a — / sono in linea retta 
con B , e le loro tangenti tagliano il lato CA nello stesso punto dato da 
Q t: 3k. A -+- t. C , ossia (3 k , 0 , t) . 

165. Un punto qualunque (J" 0 ,/ 0 , •%) lm rispetto alla predetta curva 
xy'tr.kz' la polare-rettilinea 

/o’-r-t-S x a yjr — 3 A z'z — 0 , ossia [y„’ , 2 x 0 y 0 , — 3 kz'), 
e la polare-ditoma 

xS+2y o xy-3kz t x' = 0 . 

Ciaschcdun punto della tangente del regresso (y u — 0) ha questa prima-po- 
lare che si decompone in due rette passanti pel regresso A . Ciaschcdun 
punto della retta AB (5 o ~0) ha la prima-polare composta della CA 
tangente del regresso e della retta x^y-hìy . r=0 passante pel punto C . 
— 11 flesso B ha per prima-polarc-rcttilinca (§ 81) la tangente del regresso; 
quindi se il flesso passa a distanza infinita la tangente del regresso diventa un 
diametro della curva, c se questo va all’ infinito, il flesso diventa centro della 
curva. — La retta [u 0 , v , , J ha rispetto alla trialtomena Zlkuv'-yhw'—Q 
il polo 

, 18Ar« 0 P 0 , 4«- 0 ’) 

c la polica-diattomena 

9 k u 0 v' -f- 1 8 k <> 0 u v -+- 4 tv 0 w' — 0 . 

La tangente del regresso [0,1,0] ha la polica-diattomena composta dei due 
punti «—0 p~0 , cioè A che è il punto di contatto, c B che è 

il primo-polo. — La tritoma-triattomena ha tanti punti all’infinito quante sono 

le radici reali della l'+t'-i-k ~0 . Se kzz — ~ due radici sono 

27 

2 

t~ — — , il corrispondente punto all'infinito è espresso da — A — 2B-f-3C 
ed ha la tangente [ — 8 , — 8 , — 8] tutta all’ infinito. Un altro punto all’in- 
finito è dato da / — -i- ed ha 1’ asintoto [1, — 8,4] . 

44 
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1 66. Trìtome. Ciascuna iritoina può in infiniti modi esprimersi coll’equa- 
zione bariccnlrica 

(1) xyz—p'q 

essendo p e q funzioni omogenee delle coordinate bariccntriclie x y 
z . 11 punto corrispondente a jr~0 p~ 0 ha la tangente (§ 63) 

y^x—Q , cioè j~ 0 , c questa tangente incontra di nuovo la curva 
nel punto dato da jrzzO , q~ 0 : simil cosa può ripetersi di ciascuna 

delle tangenti ,>'=0 , z~ 0 . Perciò i lati del triangolo coordinato sono 
le tangenti della triloma nei tre punti, in cui essa è incontrata da una retta 
p — 0 scelta ad arbitrio, e la q~ 0 è la retta, sulla quale cadono i tre 
punti d’ intersezione di quelle tangenti colla curva. Fa eccezione il caso, che 
siasi scelta la trasversale p~ 0 in modo che le tre tangenti sieno congruen- 
ti; allora invece dell’ equazione (1) avremo la 

(2) xy(x-h*y)—p'q 

ed in luogo di una delle p q potremo porre la z . — Se la trasversale 

p passi per un flesso passerà pel medesimo anche la q ; sicché se la p 
sia la retta di due flessi, la q coinciderà colla p , ed anche la terza in- 
tersezione sarà un flesso, cioè : Teorema del Mac-Laurin. Ogni Iriloma avente 
più di un flesso, ne ha tre in linea retta. — La tritoma riferita alia retta 
/— 0 dei tre flessi avrà 1’ equazione 

(I) xyz-f, 

sicché (§§ 106, 136) il prodotto delle distanze di un punto della curva dalle 
tangenti dei tre flessi ha un costante rapporto col cubo della distanza dalla retta 
dei flessi. — Nel genere di tritomc che ha le tangenti dei flessi concorrenti in 
un sol punto, I’ equazione (I) dee mutarsi nella 

(II) xy (x + *y) —/' , 

ed in luogo di f può porsi la terza coordinata z . 

167. Supponiamo che nella (1) sia p~xA-y-\-z , cioè che la retta 
p — 0 sia quella posta a distanza infinita, il che potrà farsi per ogni tritoma 
con tre asintoti non congruenti. Pel teorema del Mac-Laurin (§ 89) ogni punto 
della retta p ha la stessa polare-rettilinea tanto rispetto alla tritoma quanto 
rispetto al triangolo coordinato formato dai tre asintoti; c siccome il punto è 
all' infinito, così la polare-rettilinea sarà (§ 82) il luogo dei baricentri delle in- 
tersezioni di una qualsivoglia trasversale tanto colla curva quanto cogli asintoti. 
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Perciò dati due punii L M della tritoma si determinerà il terzo N me- 
diante 1’ equipollenza 

LN-LD+LE-t-LF — LM , 

essendo I) E F i punti d' intersezione della trasversale LM cogli 
asintoti. — Se oltre il punto M della tritoma sieno dati i punti Q, Q t 
dove essa incontra due asintoti (dai quali si dedurrà il terzo situato esso 

pure sulla ^~0) si avranno altri punti della curva mediante le espressioni 
baricentriche 

M 1 :aE l -f-F 1 — M , ossia E,M ( ^ MF ( , 

M.-D.+F, — ftl , M.tS'D. + E,— M 

essendo E, F, , F, D, , Dj D, le intersezioni delle rette Q,M 
Q,M Q,M cogli altri due asintoti. In simil modo congiungcndo il punto M 
coi due Q, Oj otterremo altri due punti M (1 M () della tritoma ; que- 

sti daranno i quattro BI 4 M (|t M tll M llt , e cosi in seguito. 

168. Triloma-letrallomena. Abbiasi per esempio la curva 

(3) hx'-\-x'z—kyz—<i , 

e proponiamoci di prendere per retta p la CA , cioè la ^cz:0 ; que- 
sta taglia la curva nel punto (1 ,0, — h) , che lia la tangente 

(ikx*+ ìx t> z t )x—2k'jr <t zjr-\- (x a '—k'y a ')z=z0 , hx-\-z zzO , 

e nel punto C (0,0,1) , che è doppio e le cui due tangenti sono date 
dalla polare-ditoma 

3 2 x Q x:—k'z a y'—ìk'yjzzz 0 , x'—ky — 0 . 

Cosi abbiamo trovato le tre tangenti, il cui prodotto costituisce il primo mem- 
bro della (1) ; ed infatti la (3) può scriversi cosà 

(4) (z+hx) (ky+x) {ky—x)—hk'xy' , 
e la jrzzO incontra la curva nel punto B (0,1,0), in cui è di nuovo 
tagliata dalla prima tangente Ar-t-nz:0 - — Prendendo invece per la p ~ 0 
la .r— 0 , oltre le precedenti tangenti del punto doppio abbiamo la tangente 
AB cioè .i~0 nel punto B (0,1,0) , che ha la polare-ditoma 

yzzzO costituita dalla polare-rettilinea CA y~ 0 , e dalla suddetta tan- 
gente zzz.0 , che ha un contatto del secondo ordine colla curva (la quale 
per conseguenza ha in B un flesso) ; ed infatti la (3) può scriversi 

(5) z(ky-t-x) ( ky—x ) = hx' 
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e confrontata colla (I) mostra che il punto doppio C tien luogo di due 
flessi. 

469. La predella curva è algcbrico-razionale, giacché può scriversi 

xz^k(t' — 4) , y=.l(f — 4) , z—hk 
e le tangenti sono date da 

u—h(\—Zt) , v=mt , 1)’ 

funzioni che non superano il 4.° grado, perciò la curva è una tetratlòmena. 

470. Punii filtizii. I Geometri accennarono ben di frequente i punti im- 
maginari! delle curve, c talvolta li rappresentarono con punti reali, ma non se- 
guirono in ciò il modo più opportuno, che pur veggo essere stalo adoperato dal 
Mac-Laurin nel suo trattalo delle curve del 3.° ordine (Jonquières, Mélanges 
de Geom. pure. Paris 4856, pag. 499, 203, 222). — Se una retta OP ta- 
glia una curva in due punti immaginarli, le cui distanze dal punto O sieno 
aztzx ^ — 4 , si prenderà OP eguale ad a , c perpendicolarmente ad 
essa le P.W P.W, eguali a ±n , saranno M M, i due punti rap- 
presentati da quell’ espressione immaginaria, io li dico due punti filli zìi conju- 
gati della curva. Relativamente agli assi coordinali ortogonali se due punti im- 
maginari! abbiano le coordinate Cartesiane 

, y±u}/—ì 

i corrispondenti punti filtizii sono 

(j±o , JT? : 4) , 

cioè 1' uno ha 1' ascissa jr-J-o e 1' ordinata y — i; , e l'altro l'ascissa x—u 
e 1" ordinata y-t-i; . Infatti se C è 1* origine delle coordinate ortogonali, 
il punto, che ha le coordinate 

x-yl-f » y-hoiT , 

è nel metodo delle equipollenze dato da 

CM ììat-H £ /-t- (y-f~ v /) / ^ x — v -f- / . 

Se rimanesse qualche dubbio su questa dimostrazione, perchè il ^ — 4 del 

1’ Algebra si è cangiato nel / , che ha un significato geometrico, si faccia- 
no girare gli assi coordinati dell' angolo e t sicché le nuove coordinale 
divengano 
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(jc-t- Z cosa — (y~^~ u \/ — 1) scn * 

{x — l)sen«-f-Q'-f-<'^ — 1 ) eoa * 

g 

e se si supponga — ~ , la nuova ascissa sarà reale mucosa — /sena, 

perpendicolarmente ad essa si prenderà la parte reale jrsen a-f-ycos* del- 
l'ordinata, e la parte £sen a+u cosa dovrà prendersi perpendicolarmente 
all'ordinata, cioè parallelamente all'ascissa, sicché l'ascissa del punto fittizio sarà 

jrcosa — /scn a + i; sen a-+-t/ cosa , 
e 1’ ordinata jrsena+/cosa , 

ritornando agli assi primitivi si trovano pel punto fittizio le coordinate 

*+ u » y — £ • 

■1 71. Per una curva riferita alle coordinale Cartesiane, se queste ricevono 
i valori immaginari! x-h!jy , y-t-uy soddisfacenti all’equazione della 
curva, e quindi anche i valori ad essi conjugati x — %y , y — vy , si 
hanno due punti fittizii della curva, e la retta che ne dimezza perpendicolar- 
mente la distanza ha colla curva quelle due intersezioni fittizie. — Lo stesso 
principio vale anche per le curve espresse mediante il calcolo bariccntrico, pur- 
ché si stabilisca il significato del baricentro di punti accompagnati da coeffi- 
cienti immaginari!. Ora 1’ espressione baricentrica 

M^j:. A+/. C 

si cangia nell’ equipollenza 

QUI ^ 0 A -t- V- OD -4- -.OC 

e se il coefficiente, per esempio, della OA sia immaginario, cioè m-\- fj.y , 
abbiamo già stabilito che (m -f- /u y) OA è la somma -geometrica della 
m. OA e della ^ /. OA perpendicolare alla OA ; cosà sarà sempre 
possibile costruire il punto M ; ed in qualunque ordine si operi si giungerà 
sempre allo stesso risultamento. 

172. Ai punti fittizii si estendono le proprietà delle polari (§ 82), quan- 
tunque esse cessino d’ esser proprietà projeltive. Cosi se dal punto O si 
tiri una qualsivoglia trasversale, che abbia con una le intersezioni 

reali o fittizie Q, Q, ... Q n e tagli la polare-retlilinea di O in P , 
avrà luogo I’ equipollenza 
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ossia 


OQ, ~ 00» ~ OQ. w ’ 

I I I » 

òqT' 4 ' OQ, • * • ÒQ^~ oF ■ 


Oliando si traila di una ditoma, e le intersezioni sono filtizie, ii quadrilatero 
OQ PQ è armonico (§ 30) cogli angoli in Q t Q, retti. 

173. Punti Jitlicii delle ditome. Una retta, che non taglia la ditoma, e 
che perciò dicesi una sua secante-ideale, abbia con essa l' intersezione fittizia 
S (cioè sia S uno di quei due punti, che nel modo superiormente spiegato 
sta in luogo dei punti immaginari! della curva appartenenti a quella retta) se 
prendasi S per centro (T omologia, c facriasi andare all' infinito la secante- 
ideale, la ditoma diventerò un circolo. — .‘siccome prendendo S per centro 
di reciprocità la curva reciproca del circolo è una nuova ditoma avente un foco 
in S , cosà il punto fittizio ha rispetto alla ditoma primitiva ed alla sua 
secante-ideale alcune proprietà analoghe a quelle del foco. In particolare il foco 
c sempre un' intersezione fittizia della polare del foco (direttrice) colla ditoma. 
— Nell’ ellisse sono osservabili due rette, che hanno un'intersezione fittizia nel 
centro dell' ellisse stessa, formano colle polari dei fochi un rettangolo concentri- 
co ed omotetico col rettangolo circoscritto all’ ellisse coi lati equipollenti agli 
assi. — Tutte le rette passanti pel centro hanno le loro intersezioni filtizie col- 
f iperbola situate in un' altra iperbola, i cui asintoti sono perpendicolari a quelli 
della primitiva, I' asse secondario di questa eguaglia !" asse primario di quella 
e viceversa (Vegg. Pliickcr, Enltv. Il, 1831, § 718; Bellavitis, Saggio di 
Geom. derivata. Padova, 1838, § 104). 

174. Un circolo immaginario e rappresentabile da un punto posto al di 

fuori del piano perpendicolarmente al di sopra del centro, ne viene che quello 
clic al § 111 dissi quadrato della distanza tangenziale di un punto P dal 
circolo col centro A e col raggio immaginario r ^ — 1 è uguale al qua- 
drato della distanza del punto P dal punto A° posto al di sopra di A 
alla distanza r dal piano, in cui si trova il punto P . — Innalzate per- 

pendicolarmente al piano della figura le AA° BB“ CC° MM° ecc. le 
estremità A 0 II 0 .... sono su una superficie sferica avente il centro nel 
piano della figura ABC . . . . , e se sia 

(x-yy-yz) M sC: x. A y-y. B -t- z. C 
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per ciascun punto P del piano, sarà 

(*4- r +*) (PM 0 )’ ^ x. (PA 0 )’ +y (PIE)* -w(PC 0 )’ . 

175. Singolarità nella curvatura. Ordinariamente ogni curva ha un con- 
tatto di primo ordine colle proprie tangenti, cioè ad ogni punto corrisponde un 
circolo osculatore di raggio finito : meritano quindi particolare attenzione quei 
punti, nei quali le tangenti hanno colla curva un contatto di ordine s diffe- 
rente dal primo ; se sulla tangente partendo dal punto di contatto si prenda 
un' ascissa infinitesima, la corrispondente ordinata sarà infinitesima dell' ordine 
(s-t- 1)"'“”. La miglior distinzione dei punti, o vogliansi dire tangenti, singo- 
lari è il numero positivo s , che diremo numero di singolarità. — La sin- 
golarità di curvatura indicata dal numero .r“2 è un flesso (punto di flesso 
contrario) ; quella indicata da s è un regresso; quella indicata da $zz3 
è un punto di curvatura nulla, e nel quale pur uullostante la curva rimane tutta 
da una stessa banda della tangente; fu detto punto di serpentemenl considerando- 
lo come l'unione di due flessi, potrebbe dirsi punto d’ allineamento, in quanto 
che in esso la curva si avvicina alla linea retta più clic in qualunque altro dei pre- 
cedenti. Quando s — r si potrà dire che si ha una rivolta, perchè la curva si 
rivolge più rapidamente che nel punto ordinario. E inutile dar nomi alle altre 
singolarità di curvatura, che nella forma apparente si assomigliano alle predette. 

476. Altri punti singolari. Sono pure osservabili i punti doppi!, nei quali 
si tagliano due rami di curva, che, generalmente parlando, hanno tangenti 
differenti. Similmente una retta può toccare due rami di curva in due punti dif- 
ferenti, ed essa si dice una tangente doppia. Cosà pure si hanno punti o tangenti 
multiple. — Vi sono eziandio alcuni punti singolari a motivo dei rami che in 
essi finiscono, quantunque la curvatura sia ordinaria ; tale è, per esempio, quello 
corrispondente ad jtzziO nella curva 

7 z=:(.r- 4 -x T ) , =:jr , -t -2 x’-t-j;’ . 

i 77. Una retta taglia una in n punti reali od immaginari!; 

alcuni dei primi possono coincider insieme : cosà se la retta tocca la in 

uu punto di curvatura ordinaria, questo punto conta per due, ossia si dice che 
la tangente ha due punti comuni colla curva ; se la retta passa per un punto di 
regresso designalo dal numero , questo conta per due, e quindi lo si 

considera come punto doppio, ed infatti, se la retta si suppone rimossa alcun 
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poco da quella posizione si vede sorgere le due intersezioni ; la tangente del re- 
gresso lia tre punti infinitamente vicini comuni colla curva ; ciò avviene anche 
per la tangente del flesso disegnato dal numero s~ 2 , quantunque que- 
sto punto sia semplice rispetto ad ogni altra retta che passa per esso. La tan- 
gente del punto d'allineamento (szr 3) ha quattro punti comuni colla curva. 

478. Relativamente al numero delle tangenti, che possono condursi ad 
una curva da un dato punto (numero che eguaglia la classe) si può notare che 
se il punto appartiene alla curva stessa, la sua tangente tien luogo di due tan- 
genti se la curvatura è ordinaria, di tre se vi sia il flesso disegnato dal numero 
2 , di quattro se si abbia un allineamento disegnato dai numero 3 , ecc. 
Se poi il punto, da cui vogliono condursi le tangenti, appartiene alla tangente 
di un flesso, questa tangente conta per due, sicché essa può considerarsi come 
una tangente doppia i cui due punti di contatto coincidono insieme. 

479 . Punti singolari posti alt infinito. Prima che si fosse posto mente 

alla derivazione di collineazione (prospettiva, projezione, omografia) non si era 
pensato che le curve hanno talvolta dei punti singolari anche a distanza infini- 
ta, c si considerava la differente disposizione dei rami infiniti rispetto all’ asin- 
toto, senza accorgersi che ciò dipendeva dalla natura del punto, di cui l'asintoto 
è la tangente. Quando passa all' infinito una tangente i rami infiniti che ne 
provengono si dicono parabolici, che se va all’ infinito il punto e non la tan- 
gente, questa c 1' asintoto, ed i rami si dicono iperbolici. Se il punto passato a 
distanza infinita è disegnato dal numero s (se szn 4 il punto è ordinario) 

prendendo le x parallele all’ asintoto si ha 

, b 

/=:o-fp-f-ccc. ; 

che se sia passata a distanza infinita la tangente, c si prendano le x nella 
direzione dei rami parabolici, questi sono espressi da 

$ 

y->rc J ,+ i -f-ccc. 

essendo x y infiniti. 

480. Scacchiere algebrico. La determinazione dei punti singolari, sieno 
dessi a distanza fluita od infinita, dipende dallo sviluppo del valore di una delle 
coordinale in serie secondo le potenze ascendenti o discendenti dell’ altra: per 
eseguire tale sviluppo in maniera facile e sicura credo si debba ricorrere allo 
scacchiere (parallelogrammo o triangolo) algebrico adoperato dal Newton, e dal 
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Cramer. Una funzione intera delle x y è posta sullo scacchiere quando i 
termini di ciascuna riga contengono una medesima potenza della y , e da 
una riga alla seguente 1' esponente cangia di un' uniti, similmente gli esponenti 
della x mutano di uno da una colonna alla vicina; le potenze della x 
saranno da sinistra a destra ascendenti o discendenti secondo che la serie dee 
procedere per le potenze ascendenti o discendenti della x ; e dall’ allo al 
basso le potenze della y , che vuole svilupparsi in serie, saranno discenden- 
ti; (se si volesse sviluppare in serie , le potenze della y si porrebbero 

ascendenti dall' alto al basso). Fatta questa disposizione dei termini dell' equa- 
zione sullo scacchiere si considereranno due o più termini che sieno in una me- 
desima linea retta obbliqua o verticale, e sieno i primi dalla banda sinistra ; 
quei termini uguagliati separatamente a zero formeranno un' equazione, da cui 
si dedurrà mediante il solilo calcolo un valore di y . In questa linea, ed an- 
che in tutte le linee ad essa parallele protratte fino ai termini senza y , si 
eseguirà la solita trasformazione da y ad y'—y — a , essendo a il 
valore già trovato della y ; cosi si otterranno i coefficienti di una trasfor- 
mata, che si scriveranno nello scacchiere algebrico , sul quale si opererà in egual 
modo, avvertendo però che la linea dei primi termini da considerarsi nel se- 
condo scacchiere non dev' esser parallela alla linea adoperala nel primo scac- 
chiere, ma deve avere girato nel verso positivo, cioè da destra ascendendo verso 
sinistra. 

181. Sviluppi in serie infinite. Abbiasi per esempio l’equazione scritta 
sullo scacchiere in modo da sviluppare la y secondo le potenze ascendenti 
della x 

— 3a/ 

- /+- Ò -t-lir •/ 

(1) +2/+ xf + 0— 6x‘/ 

— 5xy + 6.ry+7.ry+0 

— 3.r’ -+- 0 +0+0=0 
cominciando rolla linea obbliqua formata dai termini 

(«) 2y , -5jy-3.r* = 0 

essa ha due radici, una delle quali è y~3x ; colla cifra 3 calcoliamo 
le solite tabelle (Su/ più facile modo di trovare le radici reali e sopra un 
nuovo metodo per le radici immaginarie. M. Istituto Voi. 111. Saggio sull Al- 
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gebra degli immaginarli Voi. IV, § 34, ecc.) non solamente coi coefficienti 
2 — 5 — 3 di tal linea, ma ancora con tutte le linee ad essa parallele 


2—5—3 


2+d+0 

2+7 


— d+1+6+0 

3] — 4 — 2+0+0 


— 1—5 — 15 

— 1 — 8 


7+0 

3[7+2Ì 


3 


—3+12—6+0+0 

—3+3+3+9+27 


-.3—6—15—36 

_3_i5—60 

—3—24 


ed i nuovi coefficienti cosi trovati scriviamoli sullo scacchiere in luogo di quelli 
da cui si è partiti, sicché avremo 


—3 

-1 -,-0-24 

(2) +2 -8+ 0-60 

+7—4 5+ 7-36 

+21+27 


qui per brevità sono ommessc le poterne della x e quelle della /=/• — 3-r . 
In questo secondo scacchiere la sola linea obbliqua che in confronto della (a) 
già considerata abbia girato nel verso positivo è quella coi coefficienti +7 +2 1 , 
cioè 7ry+2f jr'~0 , la quale dà y— — 3j‘ . Se non vogliamo spin- 
gere innanzi la serie ci basterà calcolare la tabella sopra due sole linee parallele 

7+21 —15+27 

— 317+1) —3 Pi 5+7 2 

e del terzo scacchiere basterà considerare i termini 

+7*/'— 15*>" . . 

(3) +0+72x*+ec. =0 

sicché raccogliendo i valori trovali avremo 

(I) y~3x — 3x ' — —s* — ecc. . 

Nello scacchiere (1) consideriamo ora la linea verticale 

w — y + 2/ — o , 

che ci dà y ~ 2 ; le tabelle su tutte le linee verticali sono 
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- 1 + 2 + 0+0 

— 3 + 0 + 1 — 5+0 

12 + 0 + 6—3 - 6 + 7+0 

- 1 + 0 + 0+0 2 

- 3 - 6 - 11 - 27-54 2 12 + 24 + 54+105 2 t— 6 — 5— 40 

- 1 - 2-4 

- 3 - 12 - 35-97 

! 12 + 48+1 50 — 6—17 

- 1-4 

— 3 — 18—71 

12+72 


1 

CO 

1 

** 



c quindi i coefficienti del secondo scacchiere sono 

—3 

—1 — 24+12 

(4) —4—7-1 +72 — 6 

_4_97-4-d50—d7 
—54+105—10 

nel quale la linea che sussegue alla (A) è quella che contiene 
la quale ci conduce ai calcoli 

—4—54 —4—97+ 105 

- 3 , 7 -4+0 - 2 j|-4-43+^i 


\y — 54r=0 


— 4jr" + Hjgr" 


/|i\ q 27 . 4871 | 

(11) y— 2— 2 x+-g-x +ecc. 

In terzo luogo lo scacchiere (1) offre la linea obbliqua 

(c) — 3 t /—/=0 

da cui y~ — — ; i calcoli sulle linee parallele alla (c) sono 
—3—1 +0+0+0 2+0+0 12+1+0+0 —5+0 

3+0+0+ o+o — ;|*-|+| — ilo*— a+A— 1 -1-5+1 , 


-3+1-;- 

—3+2—1 

—3+3 


12 - 7 +^ 

12-11 
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ed il secondo scacchiere 

—3 

+3 +12 

- 4+2—41 

(6) +4-J+T- 5 


2 \_ 5 

'Ó »+S 


dà colle sue lince verticali 
4 


-l-i- i 

s s 


->i+" -« 


-*+!-! 

-*+l 


ecc. 


sicché si ha 


(HI) 


yz= — 2+1 5 x + ecc. 

3x 


Finalmente la linea (a) dello sacchiere (I) ci dà un’ altra radice 
che conduce ai seguenti calcoli 


2 — 5—3 


— 1 + 4 + 6+0 


7+0 


2 — 6—0 

2—7 


—1 


. . s 21 21 

-* + 2 +à-8 

-1+2+.L 7 


7 - 


+2+J 


ere. 


( 7 ) 


— 7+^+7 

21 

8‘ 


—7—^ 

8 


2 ++_ 


2 +— — — 

^ i IG 


/|t I 8 } i 1 J 

(!') ¥ x i jr i#* 


I 



ere. 
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I 82. Punii singolari. Mediante lo sviluppo della y secondo le potenze 
ascendenti della x si determina la natura dei punti corrispondenti ad -r~0 . 
Quindi se si vogliano conoscere i punti corrispondenti ad x~a, bisogne- 
rà calcolare da prima la trasformala in x t ~x — a . Nella curva che ha 
I’ equazione Cartesiana trattata nel § precedente gli sviluppi secondo le potenze 
ascendenti della x 

(1) y— 3jt — 3 a: 1 — ecc. , (IV) y~ — ~ — *** — ecc. 

(II) y— 2 — 2 J J-4-— ^ij’-t-ecc. 

paragonati con y — a — bx~cx * mostrano che nel punto (0,0:1) vi 
è un flesso contrassegnato dal numero s~ì , ed un punto ordinario con- 
trassegnalo da 4 — 4 , quindi il punto è doppio. In (0,2:1) poi vi è 
un punto ordinario. L' altro sviluppo 

(HI) y= — — 2 4- ecc. 

indica un punto all' infinito coll' asintoto .r— 0 ; paragonando rolla 

_ i 

y~ax che risulta dalla x~by , si vede che il punto c ordina- 

rio, perchè contrassegnato da s— I . 

1 83. Rami infiniti. I punti situati a distanza infinita si determinano svi- 
luppando la y secondo le potenze discendenti della x ; rimangono ec- 
cettuati quelli che hanno gli asintoti paralleli all’ asse delle y , che si tro- 
veranno sviluppando la x secondo le potenze discendenti della y . La 
natura dei primi punti si scorge confrontando lo sviluppo coll’ una o coll’ altra 
delle due formule 

_l_ 

f— ax + b + cx , y — ax + bx‘ +l 

alla prima delle quali corrispondono due rami iperbolici coll'asintoto yzrfljr-M 
ed alla seconda due rami parabolici, la cui direzione tende al parallelismo verso 
la retta y~ax . 

184. I rami infiniti della curva 

—34:’/ 

— x'y -f- 0 -t-12 xy' 

-hìx'y' -+- x'y ' 4 - 0 —6/ 

— 5.r 'y -f- dxy 4-7 y 

— 3x —0 
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si ottengono con calcoli identici a quelli del § i8{. Gli sviluppi 


(I) y — ~— « 


(IV) y~ ~ — tee. 


(II) 7 — 2 — ^ -+-ecc. (Ili) -2+^-f- eco. 

della 7 secondo le poterne discendenti della x mostrano la presenza di 
quattro rami iperbolici ordinarli coll’ asintoto y~0 , di due pur ordinarli 

coll’ asintoto y~ 2 , e di due coll’ asintoto y — — — 2 . Cosi al- 

1' estremiti dell* asse delle x dee considerarsi esistere un punto triplo, di cui 
due rami hanno la tangente comune. — Rimane da sviluppare la x secondo 

le potenze discendenti della y , il che, oltre x~ — 37 — 6 — ~ — rece. , 

che appartiene ad un pnnto all’ infinito gii trovato, ci di 

2+- 7 /2 2— i/2 

x — 4- ccc. , J-— 1 ccc. , 

» I2y’ y 

ehe appartengono a quattro rami infiniti coll'asintoto x ~ 0 ; quindi all'in- 
finito vi è un punto doppio. 

185. Prendiamo un secondo esempio dagli Elementi di Algebra del Paoli 
(1813 §93). L’equazione 


15 


(y+*)/ ir— *)’■ -7 (*'+/)' - 

3/ + d=;0 

posta sullo scacchiere algebrico 


c 


—y 

+w +y 

-1-0 

+0 

+0 

— 2j s 7‘ -t-2jr’7'-t-0 

+0 

-M-y +0 -t-o 

+0 

+ 3 / 

-t-xV -4-0 4-0 

+0 

4-0 

-4-0 40 -t-0 

+0 

—1 =0 

ci di gli sviluppi secondo le potenze discendenti della x 

7=i-t-ecc. , 7=-.r4- Ì+L 4 - 

ccc. , 

y — .r -t-’^S-c’-t-ecc. ; 

sicchè la curva ha due rami coll' asintoto 

7 — 0 

spettanti ad un punto con- 
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trassegnato dal numero 5=3 , un punto ordinario coll' asintoto 
y+x — ^ rz 0 , ecc. due rami parabolici verso un flesso contrassegnato da 

5=2 . La curva non ha asintoti paralleli all'asse delle y . 

1 86. Punti singolari. Se la curva sia data col mezzo di un’ equazione ba- 
ricentrica (§ 94) e si voglia determinare la natura di nn punto corrispondente 
aduna coordinata nulla, per esempio ad jr=0 , si svilupperà un'altra 
delle coordinate secondo le potenze ascendenti della x , e se trovisi 

x'*‘ 

(1) z~ ay bx -y c—s- -¥■ ecc. 

il punto sarà contrassegnato (§ 175) dal numero positivo s , e zzzay-\-bx 
ne sarà la tangente. Se si trovasse 

(2) s~ay-ybxy -t-ecr. essendo r<l , 

se ne dedurrebbe xy~c (z — ay) + 

essendo s -+- 1 = - 

r 

In ciò si suppone che nel punto di cui si tratta non sia / = 0 ; se fosse 
y~0 , anziché sviluppare la z si svilupperebbe la y secondo le po- 
tenze ascendenti della x . — Quando il punto, di cui vuol determinarsi la 
natura corrisponde ad ax-\- fy -\-yz~0 si elimina una x delle coordinate 
mediante la x = ax ■+■ 0y -f- yz , poscia si fa per x ciò che si disse per x. 
187. Sia proposta, per esempio, la curva 

xy z — 3yz'-y z 1 = 0 

la natura dei punto (0,1,0) si otterrà sviluppando la z secondo le po- 
tenze ascendenti della x ; scritta I’ equazione sullo scacchiere algebrico rela- 
tivo alle due lettere z x 

•4- z‘ 

—3 yz' 

+ 0 

-t- 0 -4- xy'~ 0 

si trova z~^/^ JC ~- 1-ecc. quindi /•= ^ ed 5=^ — 1 — 1 indica 

che il punto è ordinario. L’ altro sviluppo 

*-*y-t*- ài- — ccc. 
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mostra che anche il punto (0,-1 ,3) è ordinario. 1 punti che stanno sul 
lato ^“0 del triangolo coordinato si trovano sviluppando secondo le po- 

z « 

tenie ascendenti della e prima la x poscia la y : la Jd;3— -t- ecc. 

ci torna a dire che il punto (0,1,0) è ordinario; la 

4- xy* 4- 0 -4* 0 

-3^+0 

-t-z'zrO 


cioè il punto 


y— (/ — -4- ecc. dà s~ -*■ 

(1,0,0) è un regresso. Se poniamo x'—x — 2 \y l'equazione 


dà 

quindi 


-3 yz x 
4-0 

4 - 2 /' 4 - 7 ’ x' — 0 

• \ r i ar' 1 , 

i=/4- 1 -r+ 8T7 4-ecc. 

s — 2 mostra clic il punto (2,1,1) è un flesso colla Ungente 
z-y-h.x= y + -x . 


1 00 , Abbiasi per 


/*=■*■+(« 


V 


.1 

" *9 


M* 


-l-xc 


c si cerchi la natura dei punti corrispondenti a x — gz—x’ — 0 ; fatta la 
sostituzione poi sviluppata la z secondo le potenze della x si trova 

- — T J c cc. , perciò la curva ha un flesso in (0,1,0) ; inoltre le due 


serie 


ay/y »/-t , 
1 —ì' y ^ 9-9' 


t 4 * 

2 »* 


mostrano la presenza di due altri flessi sulla stessa retta x — gz . 

1 89. Mediante le equazioni baricentrali (<j 95) (lo stesso può dirsi delle 
Plucheriane (§ 65) ) si determinano le singolarità di curvatura con un calcolo 
precisamente uguale a quello, che vale per le equazioni baricentriche; soltanto 
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bisogna tener presente che applicando alle coordinate karicentrali le regole date 
(§ -186) per le coordinale bariccntriclie, la singolarità di curvatura viene con- 
trassegnata dal numero j anziché dal numero s . Ciò è conseguenza del 

leorema: Nelle curve reciproche (§ 43) ìe curvature dei punti correlativi sono 
contrassegnate da due numeri , che hanno il prodotto I . Possiamo dimo- 
strarlo osservando che le due curve 

(dove / è la variabile da punto a punto) sono tra loro reciproche, e che la 
prima ha nel punto O la curvatura contrassegnata dal numero s , men- 

i 

tre la seconda ha a distanza infinita il punto, che, a motivo di x~ by'** è 
contrassegnato (Jj 183) dal numero j . Possiamo anche notare che se a» 

è una quantità infinitesima, il punto (a», a» ^ , d) è contrassegnato dal numero 

dà 

t-Ì 

tv ~ syz 


può anche indicarsi con [co , i , <*> *] , sicché si vede che s si cangia 

t 

in - 

s 

190. Abbiasi, per esempio, 1' equazione baricentrale 

VVV -I- u'w' — 0 , 

per le tangenti, che passano pel vertice A del triangolo coordinalo, e che 
perciò corrispondono ad u — 0 , si trovano gli sviluppi in serie Infinita 
secondo le potenze ascendenti della u 

(•) *F=lX“--+-ecc. , (li) v— — ^-|-ecc. 

Se le u v w fossero coordinale baricentriche, il punto corrispondente ad 
«~0 iv~0 sarebbe un punto di rivolta ( § 175) contrassegnato da 

13 


s ; ora la 


/4-I » _ 

— r yz =0 


U~ — (i-f-I ) X , V — Z , 

la corrispondente tangente 

[»,i, " + ') 
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a’— j , invece alla tangente [0,1,0] corrisponde la curvatura contras- 

segnata da a — 3 , cioè un punto di allineamento. La curvatura in [0,0,1] 

è ordinaria. Per e — 0 abbiamo gli sviluppi 

/iii\ , I .5 v* 

(III) — - par - ecc. 

N 7 2 Su 

(11) « ~ rfc j/ — »w-)-ecc. , (III) u ~ rt w -+- ~ v zp ? — ecc. 

ciascuna delle (III) dà le due tangenti ordinarie [1 , 0,*1] ; la (11) cor- 
risponde colla già trovata. Che se vogliansi esaminare anche le tangenti' corri- 
spondenti a we — 0 troviamo 

(I) u — J/ vtv 3 -I- ecc. 

cioè abbiamo ancora la tangente di allineamento [0,1,0] . 

1 91 . Condizione di curvatura nulla ecc. Per 1’ esistenza di un punto di 
(lesso o di allineamento o di ogni altro, in cui la curvatura sia nulla, bisogna che 
la retta 

MU - d\r. OA -|- d’j. OB 4- à'z. OC 

coincida colla tangente u x -+- vy 4- wz ~ 0 , dunque la condizione cercata è 
(1 ) od\r -I- vd'y -f- ned’.! — 0 , 

che a motivo delle (3) del § 141 può scriversi 

(2) | .rd^d*j | — xdyd'z — ydxd'z — ecc. — 0 . 

Nel punto d' allineamento sarà anche 

(3) ud’x-t- <'d[y4- wà'z~ d | jrdyd’j | ~ 0 
(Sposiz. dei determinanti nel Voi VII, § 84). Similmente la condizione di rag- 
gio di curvatura nullo, che ha luogo nei punti di- regresso, di rivolta, ecc. è 

(4) jrd , tt+_)'dV + -d , (»'— | udvd'iv | — uded’ tv — vdud'tv — ecc. — 0 , 
e nel punto di rivolta si ha inoltre 

(5) | udvd'tv | z=d | udvd'tv | — 0 . 

192. Hessiano che dà i flessi Nei punti di curvatura nulla i differenziali 
secondi delle tre coordinate possono annullarsi insieme, cioè se poniamo £—1 
e dr costante si ha d’j' — 0 ; quindi se flx,y,z)~ 0 è l’equazione 
Cartesiana o baricentrica d’ un luogo, le sue tre derivate-seconde daranno 
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/ "" d-r 1 ■+-/ didj +/ AxA: — 0 
j " AxAy dy* -f- f 0 

/’•' dxd: 4- /'■' djda 4 - /"" di’ = 0 

arciorchè queste tre equazioni possano insieme sussistere deve {Spasi:, delermìn. 
§ 79) annullarsi il determinante Hessiano 

Il — | D a .D, , D,D, , D.D, | 0 . 

Se qncsto Hessiano svanisce insieme con f , il luogo ha in ogni punto la cur- 
vatura nulla, e perciò è un complesso di rette; come abbiamo già veduto (Jj 148) 
rispetto alle ditome. Può vedersi: Pliicker, System, 1835, § 298. — Hesse, 
J. Creile , 1849, XXXV111, N. 14, 15. — Salmon, Iligher piane curves, 1852, 
§ 83. — Brioschi, N. Ann. Terq. 1854, XIII, p. 402. 

193. Flessi immaginarli delle tritome. Prendiamo 1’ equazione generale 
data al § 166 

(1) &xyz-\~f'~§xy:-\-{*x-\-Py + y:)'—Q 

I’ Hessiano che ne determina i flessi è 

_ a ' f ' ’ y+ay J =.\s vy— 

y J r a -y/ > xJ r&yJ > >’/ 

che mediante I' equazione della curva si riduce a 

(2) {ax'+pf+y'z'^-a&xy— fryy:— y*zx)f=f) , 

e siccome 1' Hessiano del fattore di secondo grado è identicamente nullo, cosi 
(§ 148, 192) il luogo (2) è costituito dalla retta reale J~ $y+ j-azrO 
e da due rrtte immaginarie. Combinando insieme .le due equazioni (1) (2) si 
forma anche la 

(3) (j + /«•*) (/+■ ih) tf+ h ~) — 0 , 
purché la l soddisfaccia all' equazione 

(4) f~-{f + 3/4-3) , posto a$yh~6 ; 

dunque: Il luogo dei flessi di una qualsivoglia tritoma (1) può ridursi o al 
sistema (2) di una retta reale e due immaginarie o. al sistema (3) di tre rette 
reali. . 

194. La precedente equazione (§ 193) non potrebbe servire nè per Ir 
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tritume con un solo flesso, nè per quelle ie cui tangenti dei flessi sono congruen- 
ti ; prendiamo invece 1’ equazione 

(5) x 1 -+- ì,ruc's -+- xz' — y'z—0 , 

il suo Hessiano ì 

3x+2 nz , 0 , 2 nx-\-z~ — 3 x'z — 2 nxz' — Zxy' — 

H— 0 , — z , — y — ìny l z-\-\itx'z-\-Anxz l -\- 

2 nx~\-z , — y , x ~\~z 0 

dalla (ò) moltiplicata per (3-t-2^n) sottraendo la gH— 0 si ottiene 

(6) 3 (gx — z)y' 4- (3 4- 2 gn) x’ 4- 3 (g 4- 2n) x\s + 3xa' — gz' — 0 
ed acciocché questa sia divisibile per gx — z si dovrà determinare g in 
guisa che 

(7) g * — 6^* — Sng — 3 — 0 . 

Questa equazione è sempre soddisfatta da due soli valori reali, uno positivo g 
ed uno negativo g . La (6) divisa per gx — z dà 

(8) 3/+±(*’-3)V+te , -3)x;-!-^’=0 

decomponibile in due fattori lineari, reali od immaginari! secondo che g è 
negativa o positiva ; da ciò viene la stessa conclusione notata al § 193. La tan- 
gente di un flesso è la ; gli altri due sono 

( ±2 ^ . g'~ 1 > =*= Wg) 

ed hanno le prime-polari-ditome (§ 78) 

(g l — 3)*x* — bgy'+ift? — kg — ^)xz+\z'*y(g'-i)Yt= 0 

che si decompongono nelle tangenti 

[g'—Zg . 3=2 g\‘g , 2] 

e nelle prime-polari-rettilinee 

fi?’— 3 . *2 \g , 2 g] , 

le quali s’ incontrano nel punto J 

(2* , 0 , 3 — g') . 

Mediante il prodotto delle equazioni delle tangenti dei flessi alla (o) potremo 
dare (§ 166) la forma 
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( 9 ) “| {?—H)x—1g\/gy+ìz \\(g'— ty)*+2g]/ey +2^|+4(^x— z) ! =0 , 

che è analoga alla 

(1 ) %Xyz-\-(aUC-\-fy‘-\-yz)' — 0 . 

Per passare dalla (9) alla (1) si suppone 

x. A -+-y. B + a.C;£!jr'.A'+/.B'4- 1 . C' 

essendo 


B ^ a > ?' + -^ (A'-B') 

À 9 *— 3 

C-C'+^(AVB'_ 2 r:) + -l.(A'-B', . 

Se conserviamo i valori alle coordinate baricentriclie, e mutiamo il triangolo 
coordinato otteniamo tutte le tritome di una stessa specie, cioè Ira loro affini ; 
che se, secondo i principi! del calcolo baricentrico abbreviato (§ 138), mutia- 
mo in dati rapporti le coordinate, si ottengono tutte le tritome tra loro colli- 
neari, cioè tatto un genere di curve. Mutando le x y z della prece- 
x" y” z" 6 

dente (1) nelle ■— ^ — e ponendo ^^.~h la (1) diventa 

(10) Ar'yV'-f- (*"+/'+ z")‘ — 0 , 


e rappresenta quella specie dei vari! generi di tritorae, che ha i flessi a distanza 
infinita: a tale specie do il nome di Irìcratere , perchè la parte visibile della 
curva è formala di tre tratti puri (cioè senza alcuna singolarità) rassomiglianti 
ai due tratti di un’ iperbola. Fatti i calcoli si trova 


( 11 ) 


h — 


H-yV 

y’-i 


195. 1 varii generi di tritome sono distinti dall’uno o dall'altro dei pa- 
rametri n g g h l : nelle tritome-tetrattomene annodale (cioè con 

un punto doppio) si ha 


n~— 1 , g~ 1 , g — — 3 , h~ oo , oe ; 


— vengono poi le tritomc-esattomene, le cui specie dette tricrateri hanno i tre 
tratti situati negli spazii infiniti compresi tra un iato del triangolo degli asintoti 
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e le prolungazioni degli altri due ; — il genere delle tangenti dei flessi conror- 
rrnti in un punto è individuato da 

n =— v • 3 , g'=~z~^ , AmO , fczO ; 

— seguono le tritorae, i cni tricrateri hanno i tratti situati negli spazi! tra le 
prolungazioni di ciascun ambo di lati del triangolo degli asintoti ; — susse- 
guono le tritome-tetrattomene puntate (cioè con un punto isolato) distinte da 

«=* , gzzZ , g'——\ , A— —27 , /=— 3 ; 

— finalmente si hanno le trilome-esattomcne composte di due pezzi separati 
( i corrispondenti tricrateri hanno un tratto puro rientrante posto dentro del 
triangolo degli asintoti) per esse è 

n>\ , g> 3 , g < — 4 , A< — 27 , l < — 3 . 

496. Doppii-rapporli retatiti alle tritome; alcuni hanno un valor deter- 
minalo, altri dipendono dal numero generico g (di cui g , n , A , / 
sono funzioni), che distingue ciascuna tritoma. La prima-polare-rettiliuea di un 
flesso S taglia in F la retta' f dei tre flessi reali, passa per 1’ apice 
A degli altri due- flessi reali S' S" (cioè pel punto d' intersezione delle 
loro tangenti), taglia in D la tangente BC del flesso S , concorre in 
J colle altre due primc-polari-rettilinee dei flessi S' S" , finalmente ta- 
glia la curva nel vertice V , la cui tangente passa pel flesso S . Rispet- 
to alla (5) (§494) si trova (Alia Classificazione delle curve del 3.° ordine, 
Mem. Soc. Hai. XXV, 2.*, 4854). 

VD=oc . VF — - , VA — , 2 -, , VJ = r 2? , 

f *t~ 9' *—>' 

(quando la retta JADF incontra la curva in tre punti si scelga per V 
quello che dà g> 4) quindi si hanno i doppii-rapporti 

JA.FD a JV.AD , 

JD.FA ’ J D JtV ^ ■ 

Se nell'equazione (6) mutiamo la g nella g radice negativa della (7), essa 
rappresenta la retta gx — z~ 0 e le due rette reali date dalla 

>) ± A'I.r 4- K - g ; . z +^-,(g'‘-t) x = o . 

La prima di queste tre rette passa pel flesso »S e pei due flessi immagiuarii 
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® ©„ > ' essa incontra la predetta retta JADFV nel punto 5 dato da 

, quindi 
9 

D ¥.\S _g 
D5.VF — f' ‘ 

Le tangenti immaginarie nei flessi © ©„ si tagliano nel punto reale H , 

che si trova determinato analogamente ad A da 

" = ^ . . . 

quindi si ha 

v* D« _ ' ,o 
va.DS — 2 ' g ' 

analogo a __-_(3_ 0 ») . 


Una delle rette (8') passa poi flesso reale $' e pei due immaginarli ©' ©„ , 
l* altra pei Ire flessi S” ®” © " . È cosa degna d’ osservazione che que- 

ste rette contenenti due flessi immaginari! conservano la medesima loro pro- 
prietà caratteristica anche nella collineazione. — Sostituendo nella (6) le due 
radici immaginarie della (7) si hanno sei rette immaginarie, che possono con- 
siderarsi come contenenti ciascuna tre flessi S6'© 0 " S' 0 ( ®" S" 0 O ' © 
S©"©' # S'® 0 '® S"©'® 0 ; finalmente la (8), quando g ha il va- 
lore reale positivo, esprime due rette immaginarie ® ©' ©" ©„©„'©„'’ 

contenenti ciascuna tre flessi immaginarli. 

197. Quando I’ equazione della tritoma ha la forma (jj 193) 

(1) hxjrz-h/ 1 — 0 , essendo /— x -hy z , 

abbiamo veduto che il luogo dei flessi è 

(3) (J+/x)(/+fy)(/+Iz)=i0 , 
essendo (4) F — j (F+ 3 /+ 3) — 0 . 


1 tre asintoti, cioè le tangenti dei flessi, sono r lati del triangolo coordinato, 
perciò A è- (1,0,0) , D (0,1,1) e i tre diametri (prime-polariret- 
tilinee dei flessi) si tagliano nel punto J (1,1 ,1) ; il doppio-rapporto 


JV AD , 

JD.AV — ^ 


dà 


AV — 


S.JA 2AD 
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perciò il vertice appartenente al diametro JA è (1 — g' ,1,1) che sosti- 

tuito nella (1) dà 

(li) h — 'y«— T" ’ 

come abbiamo già trovato al § 194. La retta 

f+lx—to , cioè [!-(-/, 1,1] 

oltre passare pel flesso reale (0,1 , — 1) è corda-ideale di due flessi imma- 
ginari! ; essa taglia il diametro JA nel punto 


5 ( — 2 , 1 — f— / , 1-1-/) , 

e si ha il doppio-rapporto 

PF.Vjf (I — g')l j 

ds.vf— s— g' — ?' 

essendo g la radice negativa della 

g'+ gg'+ (<?’— 6) g+- s —0 . 

198. Relativamente ai punti singolari, alloro numero, ecc. possono consul- 
tarsi: Poncelet, J. Creile, 1 832, Vili, p. 250, 370, 401 . — Pliicker, J. Creile , 
1833, XII, p. 105. — J. Liouv. 1837, II, p. 11. Ogni m." um, ' a ha tra 
reali ed immaginari! s flessi, r regressi, p punti doppi!, / tangenti 
doppie, ed ha luogo la relazione 3s-f- 2 /~ m (m — 1) — n , e la sua cor- 
relativa ZrJ r < ìp — n(n — 1) — m , inoltre r — jr3(» — tri) , ed 

altra relazione molto più complicata, Theorie (ler algebr. Curv. 1839, pag. 211, 
ij, § 68. — Coste, J. Liouv. 1842, N li, p. 184 mostra con un esempio che le 
precedenti relazioni non possono estendersi ai sistemi di due curve distinte. — 
Hesse, J. Creile, 1844, XXVIII, p. 97. — Liouville, Journ. 1844, IX, p. 337. 

— Cayley, J. Creile, 1847, XXXIV. — Hesse, ivi, p. 209. — Pliicker, ivi, 
p. 329. — Hesse, J. Creile, 1849, XXXVIII, p. 257; 1850, XLI, p. 272; 
1851, XLI, p. 288. — Salmon, J. Creile, 1850, XXXIX, p. 365. — Jacobi, 
J. Creile, 1850, XL, p. 237; Ann. Torto!. 1851, II, p. 235; N. Ann. Terq. 
XII, p. 141. — Ohoquct, N. Ann. Terq. 1850, IX, p. 260. — Terquem. 
N. Ann. 1850, IX, p. 282, 382. — Transon, N. Ann. Terq. 1851, X, p. 91. 

— Padula c Rubini, Ann. Tortai. 1851, li, p. 463, 1852, III, p. 211. — 
Hesse, J. Creile, 1853, XLV, p. 93. — Steiner, J. Creile, 1853, XLVII, 
p. 1; J. Liouv. 1853, XVIII, p. 309, Comptes R. Joill. 1853, XXXVIII, 
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p. 121 ; J. Creile , 1854, IL, p. 265; J. Liouv. 1855, XX, p. 36. — Hesse, 
J. Creile , 1854, IL, p. 279, 1856; L1I, p. 97. — Bréton, N. A. Terq. 1 854. 
XIII, p. 127. 

1 99. Interpretazione dei flessi immaginarli. Chi voglia ragionare soltanto 
sopra oggetti, di cui sia possibile formarsi una idea, non può ammettere punti 
immaginari!, e dee riguardare le precedenti considerazioni soltanto come risul- 
tamenti di calcolo, che rendono probabile che le secanti ideali e gli apici ideali 
sieno rette e punti, a cui spettino proprietà in qualche modo analoghe alle 
corde, che congiungono due punti della curva, ed ai punti, dai quali sono con- 
dotte due tangenti. Vediamo qual senso possa darsi mediante il metodo delle 
equipollenze ai flessi immaginari! delle curve. Possiamo supporre che sopra due 
rette CA OB (poste, per esempio, in piani differenti) sieno prese parten- 
do dai due punti di origine C O delle lunghezze uguali rispettivamente 
alle x y legate tra di loro da un’ equazione; sicché ad ogni punto di una 
delle rette corrisponderanno uno o più punti dell' altra : ora se la x assuma 
un valore immaginario, essa non rappresenterà più un punto della retta CA, 
bensì (§§ 35, 170) un punto del piano in cui questa è situata; il corrispondente 
valore della y darà un corrispondente punto del piano, in cui i situata la 
OB ; così la relazione tra le x y stabilisce una derivazione tra le due 
figure piane CA.... , OB.... Ne sono casi particolari la duplicazione 

e le altre derivazioni accennate ai §<j 56, 61. Quantunque la x sia immagi- 
naria, la y (data col mezzo di una ordinaria equazione tra x ed y) è 
funzione della x in questo senso che a qualsiasi variazione infinitesima della 
x corrispondono determinati valori della y e delle derivate D M y , D„y , 
ecc. La questione della ricerca dei flessi di una curva si generalizza adunque 
ricercando nelle due figure piane CA.... , OB.... i punti pei quali sia 
D,y ~ 0 : cioè i punti, nei quali a qualsiasi retta di una figura corrispon- 

da nell’ altra una trajctloria di curvatura nulla. Se 1' equazione tra x ed 
y sia del terzo grado ed a coefficienti reali, tra i nove punti, che rispondono 
alla questione, ve ne sono tre sulla retta CA mentre i loro corrispondenti 
sono sulla retta OB , cioè tanto le x quanto le y hanno valori reali, 
inoltre i tre valori della x ed i tre della y sono tra loro legali da una 
equazione del primo grado, il che porta la conseguenza che i tre flessi reali di 
una tritoma sono in linea retta. Tra i valori poi delle x y corrispondenti 
ai nove punti esistono altre undici relazioni di primo grado ; noi abbiamo con- 
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siderale (§ i 96) soltanto le Ire relazioni tra uno dei tre punti sulla CA ed 
un pajo di punti fuori di quella retta, le quali, nel caso della l ritorna, vengono 
a dare tre rette reali che passano per uno dei flessi reali e sono secanti-ideali di 
un pjo di flessi immaginarli. 


V. 

COORDINATE INTORNO AD UN PUNTO OSSIA SULLA SFERA. 

200. Le figure piane hanno sotto il riguardo della dualità per loro ana- 
loghe le figure formate intorno ad un punto. Cioè ai punti, alle rette, ed alle 
curve tracciale sopra un solo piano corrispondono rispettivamente le rette, i 
piani, ed i coni aventi uno stesso punto comune : se questo sia il centro di una 
sfera, sulla sua superficie verranno ad aversi altrettanti punti, archi di circolo 
massimo, e curve. È quindi in nostro arbitrio considerare la figura intorno ad 
un punto o la figura sulla sfera ; credo peraltro che i migliori motivi dieno la 
preferenza al primo modo. 

201. Calcolo baricenlrale. Come la posizione di un punto posto su un 

piano si riferisce col calcolo baricentrico (§ 92) a tre suoi punti, cosi la posi- 
zione di una retta, che passa pel punto fisso S , può riferirsi a tre rette 
SA SB SC mediante il calcolo baricenlrale già spiegato al § 95 ; sicché 

ritenuto che le tre rette SA SB SC sieno tutte eguali all' unità di lun- 

ghezza (cioè che ABC sieno sulla superficie della predetta (§ 200) 
sfera ) f equipollenza 

(1) SM~x SA-+-r. SB-t-z.SC 

indicherà mediante i rapporti delle tre coordinate X r Z la posizione 
della retta SM , che è la diagonale di un parallelogrammo, i cui iati paral- 
leli alle SA SB SC hanno le lunghezze X Y Z . La retta SM 

noi la indicheremo con (2) [x , r , z\ 

avvertendo che, al solito, ciò che determina la retta non sono le grandezze as- 
solute, bensì i rapporti tra le coordinate bariccnlrali X r Z . 

202. Se SP, sia l’ intersezione dei piani SAM SBC , SQ, 

quella dei SBM SCA , ed SB, dei SCM SAB , sarà 

(3) SP, - r. SB -t- z. SC , SQ.^ìl SC 4- x. SA , SR, ~x. SA-f- r. SB 
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che possiamo anche scrivere p, w r. b -+- Z. e , ecc. indicando al solilo le 
relte colle lettere rotonde minuscole. La prima delle (3) significa che la dire- 
zione della SP, è la diagonale del parallelogrammo coi lati Y z posti 
sulle SB SC , perlochè le r Z sono proporzionali ai seni degli an- 

goli BSP t P,SC , ossia, sulla superficie della sfera ai seni degli archi 
BP ( P,C . Si abbiano in considerazione la rassomigliauza e la differenza tra 
questo § ed il § 93 . 

203. Se i valori delle coordinate X r Z rimangono arbilrarii, ma 
sottoposti ad un’equazione omogenea, la (4) esprimerà un luogo di rette, ossia 
un cono col vertice S . In particolare 1’ equazione 

(Q Zx + v r+Zz=0 

appartiene ad nn piano, che è determinalo mediante i rapporti delle i- 0 £ , 
e che noi indicheremo con 

(4) {S,*.C| • 

Si confronti col § 94. 

204. Calcolo baricentrano. Analogamente al calcolo bariccntralc (§ 95) 
se con a 0 ecc. s‘ indichino dei piani posti comunque nello spazio, il piano 
dato dall’ espressione baricentrana 

fi a 4- g. 0 4 - h. y -f- ecc. 

si determinerà nel seguente modo: per l’ intersezione dei piani a 0 si fac- 
cia passare un piano, che noi esprimeremo con f.*-+-g.0 , il quale sia per- 
pendicolare alla diagonale d’ un parallelogrammo avente due lati perpendicolari 
ai piani a 0 e delle lunghezze f g ; a questo piano f.a-\~g.0 si 
attribuisca un coefficiente p , che sia la lunghezza della diagonale del pre- 
detto parallelogrammo ; poscia per l’ intersezione di tal piano f.a.-\-g.0 col 
terzo y si faccia passare un piano f.a-\-g.0-\-h.y , che sia perpendi- 
colare alla diagonale di un parallelogrammo avente due lati perpendicolari ai 
piani f. a g. 0 y e delle lunghezze p li ; e cosà si continui per tutti 

gli altri piani che vi fossero. Il lettore avrà già capito che le lettere « 0 

deggiono indicare nna faccia speciale di ciascun piano, la faccia opposta sarebbe 
indicata con — a , ecc. — Nel calcolo abbreviato (§ 428) che si adopera 
quando si hanno da trattare questioni projeltive, i coefficienti numerici J g 
. . . possono supporsi compenetrati nelle lettere a 0 ... , che indicano 
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i piani; tranne questo caso, noi supporremo che a P .... esprimano aree 
tulle tra loro eguali. 

205. Coordinale baricentrali e baricenlrane. Chiamiamo triedro coordi- 
nato quello delle tre rette SA SB SC , a cui vogliamo riferire una fi- 
gura passante per S , e segniamo con » b e tre porzioni eguali di 
quelle rette e con « P y tre aree uguali prese sulle facce interne del trie- 
dro stesso ; una retta m sarà data dall' espressione baricentrale 

(1) ni-rvXM-f-r.b + ZC , 
ed un piano fi dall’ espressione baricentrana 

(2) fi. sen BSC. a-f-osen CSA. sen ASB. y 
Sulla superficie della sfera sono A B C i vertici di un triangolo sferico, 
che diremo il coordinato, a P y sono le direzioni dei lati BC CA 
AB , i cui seni sono, come è noto, proporzionali ai seni degli angoli opposti. 
Il piano fi taglieri i piatii coordinati BSC CSA ASB nelle rette p 
q r , le quali unite cogli spigoli opposti a b « formano tre piani, 
che segneremo con (ap) (bq) (er) , e sono dati dalle 

(3) (ap) •cvi/senCSA./3-j-f senASB.y , (bq)<v£aonASB.}-f-{;senBSC.z , ecc. 
queste sono conformi al modo con cui abbiamo detto (§ 204) che si compon- 
gono insieme i due piani P y muniti dei coefficienti numerici t/senCSA 
£ sen ASB , ed il piano cercato fi dee passare per l' intersezione p di 
questo piano composto (ap) coll’ altro piano a . Veggasi l’analogo § 96. 

206. Per dimostrare che la condizione di congruenza della retta m e 
del piano fi espressi dalle (i) (2) è la solita 

(C) 

osserveremo da prima che sulla superficie della sfera 1’ arco AP divide l’an- 
golo sferico CAB in due porzioni, i cui seni sono proporzionali a uienASC, 
— £ sen ASB , e siccome i due angoli APB APC hanno segni eguali, così 
(per la proporzionalità dei seni dei lati e degli angoli opposti) gli archi BP 
CP avranno i seni proporzionali a u , — ( , e quindi sarà 

(3) p-rfi/.e — £. b , a — jj.e , re>f.b — u.m . 

Ora la condizione che la m appartenga al piano fi , cioè a quello delle 
due rette p q è espressa (§ 201) da m-rt/.p -\~g.n e deve risultar- 
ne ■ Z.« , dunque — — ^~Z , che è appunto la (C). 
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— Questa (C) può considerarsi (Vegg. jj 98) tanto come l' equazione baricen- 
trale del piano j £ . u *-£ j quanto come I' equazione baricentrana della retta 
[x,r,z] , perchè tulli i piani le cui coordinale £ t/ J soddisfanno alla 
(C) passano per la retta [AT, r, z\ . — Per tal modo le condizioni di con- 

gruenza fra una retta ed un piano, o fra tre rette, o fra tre piani, sono identi- 
che a quelle (§ 67, 69) che nelle figure sopra un piano stabiliscono la con- 
gruenza fra un punto ed una retta, o fra tre punti, o fra tre rette. 

207. Coordinate ortogonali. Quando il triangolo coordinato CAB 
(sulla superficie della sfera) è trireltangolo, i rapporti X : z Y\Z eguaglia- 
no le tangenti degli archi CQ, CP ( (5 202) che gli archi BM AM 
intercettano sui lati CA CB del triangolo sferico ; esse tangenti furono 
considerate come le coordinate sferiche del punto M , ma è cosa più sem- 
plice attenersi alle coordinate Cartesiane X r z , i cui rapporti deter- 
minano ciascuna retta passante pel centro S . 

208. Inclinazioni. Nel caso delle coordinate ortogonali sono facilmente 

esprimibili le distanze angolari tra le rette ed i piani. Il seno dell’ inclinazione 
tra la retta [ X,r,Z ] ed il piano è 

(xZ+ro + zQ-. /'(*•+ r+tUf+S+C) , 

formula che diviene analoga a quella del § 100 quando si supponga che le 
X r Z £ u C sieno i coseni degli angoli della retta cogli assi coor- 
dinali e del piano coi piani coordinati; in questa medesima supposizione 

xx' ■+■ rV ■+■ zz’ , Ig'-hw-h 

sono i coseni delle inclinazioni di due rette o di due piani. — Risulta dalla 
prima formula che la retta [f,g,h\ ed il piano \J,gih\ sono tra loro 
perpendicolari. 

209. Involuzione positiva nel triedro. Facciamo qualche applicazione. Iu 

qual modo un arco di circolo massimo PQR taglia il triangolo sferico 
ABC ? Prendiamo il triedro SABC come triedro coordinato, e sia 

\Z,v,C\ il piano, che taglia le facce del triedro nelle rette SP SQ SR , 
le (3) del § 206 danno, indicando con » b e p q r i raggi della 
sfera, che terminano nei punti A , ecc. 

u seu (ep) ~ £ sen (bp) , £ sen(*q) — f seo (eq) , £ »en (br) ~ v ien (•«*) 

da cui risulta l' involuzione positiva 
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dio 


sen (mr). sen (bp) sen (eq) | 

scn (a«| ) . scd (ep). seo (bp) 

Col solo miliare le coordinate baricentrane £ v £ di un piano nelle bari- 
centrali X r Z di mia retta qualsivoglia, e gli assi a b e del 
triedro coordinato nelle sue facce a fi y , si dimostra l' involuzione po- 
sitiva tra i piani del triedro e quelli, che dai suoi spigoli vanno alla retta 
[x,r,z] . 

210. Teorema del Gudermann (J. Creile, 1832, IX, p. 102). Sul piano 
, C j , che taglia le facce a fi del triedro coordinato nelle rette p 
q , siavi la retta m [X . r , z] , ed il piano etti tagli la faccia y 

nella retta p, . Per le (3) dei §§ 206, 202 abbiamo 

p-rvt/.e — f.b , qwf.a — £ . c 


ed r ( •rv A\ a 4- r. b , m ev X. » + T. b -f- z. e , na ■rrR,. p, 4- Z. e 
oltre la solita condizione di congruenza 

(C) jr?4-ro + zC=0 ; 

le prime danno 

o : £ = sca (bp) : seo (pp) , £ : £ = sen <*1) : sen (<■•!) 

X— sen (p,b) : seo (ab) , r~ sen (ar,):sen(ab) , Z ~ — seo(r,«n) : sen (m) 
sostituendo nella ( C ) si ottiene il teorema 


sen (aq) 
sen 


sen (P,b) 4- * C " sen (ar,) = 
sen jcp) 


sen (r, nt) 
sen (rm) 


sen (ab) . 


211. I Coni considerati come luoghi di rette o come inviluppi di piani 
sono espressi da equazioni omogenee tra x Y Z o tra £ u £ ; se- 
condo i gradi di queste equazioni diremo che i coni sono difomici, tritòmici, ecc. 
oppure diattomènici, Iriallomènici, ecc., il che indica che un piano (s’ intenda 
sempre passante per S ) taglierà il cono in due, tre, ecc. rette, oppure che 
per una retta possono condursi due, tre, ecc. piani tangenziali. — Rispetto a 
quelle equazioni ed alla determinazione del piano tangenziale o della retta di 
contatto, del piano polare o della retta polirà, dri roni polari o dei coni polichi 
ecc. valgono regole identiche a quelle date nei §§ 63, 74, 64, 75, 78, 87 per 
le tangenti o pei punti di contatto, per la retta polare o pel polo, per le po- 
lari o per le poliche. 

212. I coni dilomici (che sono nello stesso tempo diattomènici) possono 
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sempre esprimersi coll' equazione a coordinate baricentrali (ossia Cartesiane) 
ortogonali 

*■ i* ** 

«« + *“ — e» ' 

Sulla sfera del centro S il cono-ditoinico traccia due ovali diametralmente 
opposte, che si dissero ellissi sferiche; noi ne riguarderemo una sola, quella che 
ha per centro 1’ estremo C dell' asse coordinato SC ; peraltro anche i 
raggi SA SB sono centrali ossia assi del cono, giacche ogni piano passante 
per uno di essi e terminato col cono rimane dimezzato dall’ asse. Chiamiamo 
D D, i punti dove la predetta ellisse-sferica è tagliata dal quadrante CA 
e dalla sua prolungazione, ed E E, i punti d'intersezione con CB , sarà 

tgCSD — — , tg CSE“— . 

c c 

Ciaschedun tangenziale del cono è (§ 211) 



perciò il cono (1) ha anche 1’ equazione barirenlrana 

(2) a'?+b'u'—tC • 

21 3. Tutti i coni ditomici sono di un solo genere, cioè sono tra loro col- 
lineari (projettivi, omografici); meritano esser distinte alcune particolari specie, 
che in mancanza di nomi appositi noteremo coi numeri. Diremo conidi 1.* spe- 
cie i coni rotondi, che hanno 1’ equazione 

X a +r’~£,z' , cioè a'—b' , 

le loro sezioni circolari si riducono ad una sola perpendicolare all’ asse SC . 
— Coni ditomici di 2." specie 
C 1 

— r Jf* -f -r' — z' , cioè b'—c' 

le sezioni perpendicolari all' asse SA sono iperbole equilatere ; per lo che il 
lloberts diede il nome d' iperbola equilatera sferica di 2.' specie alla corri- 
spondente curva tracciata nella sfera, nella quale è CSF, — 4 ri. 1 ' , cioè l’arco 
E,CE è un quadrante. — Coni ditomici di 3.' specie 
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la seiione fetta dalla sfera di centro S fu della dal Roberti iperbola-equi/a- 
tera di 1.‘ specie, in essa si ha 

tg CSE — sen CSD ; 

questi coni sono i luoghi geometrici degli spigoli dei diedri retti le cui facce pas- 
sano per le due rette fisse SE SE, , cioè [Q , ± b , c] : 
infatti i piani che uniscono queste due rette con [T , r,z] sono 
\crzp,bz — ex, , 
e la condizione che sieno perpendicolari è (§ 208) 

c V-JV + cV — iV=: 0 . 

— Coni ditomici di 4." specie 



sono gli inviluppi dei piatii j £ , u , £ j degli angoli retti, i cui lati cadono sui 
piani tangenziali lungo gli spigoli SD SD, ; infatti questi tangenziali sono 
j*c,0,oj e le loro intersezioni [av , —a%3zc£,=pcu] con quel piano 
sono perpendicolari quando a' u' -f- a' % 1 — c' £* — c'v—0 , cioè 

a' Ì- , -t-(a’— c')u~ . — Coni ditomici di 5.‘ specie 



— Coni ditomici di 6.' specie 


t’ r' z' 

— o*-M’ 


cioè c' ~a' -i- b' . 


214. Si può passare da una figura piana ad una figura intorno ad un 
punto in due modi, o supponendo che I' una sia prospettiva all' altra, cioè i 
punti, le rette e le curve della prima sieno situate nelle rette, nei piani c nei 
coni della seconda : oppure col mezzo della derivazione-polare rispetto ad una 
sfera, ad ogni punto della prima figura essendo correlativo un piano della se- 
conda, che rispetto alla sfera è il polare (§ 259) del punto. Nel primo modo 
alle ditome, trilome, ecc. corrispondono i coni ditomiri, tritomici, ecr.; c nel se- 
condo vi corrispondono i coni diallomenici, triattomcnici, ecc. 

21 5. Derivazione delle figure intorno ad un punto. La collineazione 
(homographìe) ha luogo in modo affatto analogo a quella sul piano. La reci- 
procità (§ 43) ossia derivazione-polare rispetto ad un circolo, trova per le figure 
intorno ad un punto il suo più naturale riscontro nella derivazione da una retta 
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al piano ad essa perpendicolare e viceversa ; le due fignre furono dette tra loro 
polari, ma, a motivo dell' uso di questa parola in altri significati, le diremo in- 
vece supplementari, giacché gli angoli dell' una sono supplementi dei diedri 
dell* altra. La figura derivata-polare di un’ altra rispetto ad un cono rotondo o 
no è sempre collineare della supplementare. — Il cono supplementare del 

(I) è (3) «’A*-MV = rV ; 

infatti i tangenziali del primo sono K; , ai quali sono perpendico- 

lari (§ 208) le rette ^ i j» * ^r] » che appartengono al cono (3). — Con- 
frontando colla (2) (§ 211) si vede che mutando le coordinate baricentrali x 
r Z nelle baricenlraue j; u £ o viceversa, si passa da un cono al suo sup- 
plementare. — I coni di 3.' specie (§ 213) e quelli di 4.* specie sono tra loro 
supplementari ; dicasi lo stesso di quelli di 5.’ e di 6." specie. 

216. L' inversione (§ 40) non può interamente trasportarsi alle figure in- 

torno ad un punto ; potremo dire che le rette SM SM' sono inverse quan- 
do sono congruenti colla retta fissa SO (cioè SMM'O è un piano), e gli 
angoli MSO SOM' sono tra loro complementari (quindi hanno le tangenti 
col prodotto costante 1 ) cioè f angolo MSM' è retto : cosi la SM' è 

anche la projezione dell’ asse d’ inversione SO sul piano perpendicolare alla 
SM . Tagliando ambedue le figure con un piano perpendicolare ad SO si 
ottengono due figure tra loro inverse nel significato del § 40 ; ciò può servire a 
determinare intorno ad un punto S le figure tra loro inverse. Nel piano 
f inversa di una retta è una linea circolare passante pel centro d’ inversione 
O ; dunque intorno ad un punto il cono inverso di un piano passa per l’asse 
d’ inversione SO , ed ha una sezione circolare perpendicolare alla SO ; 
vedremo (§ 222) che questi coni sono della 3.‘ specie (§ 2i3). 

21 7. Anche la duplicazione e la sudduplicazione può eseguirsi rispetto 
al punto O nella figura piana, che si ottiene tagliando la figura intorno al 
punto S con un piano perpendicolare ad SO ; in tal modo sarò 

tg OS.M’ 1 — tg’OSM 

ed i piani OSM’ 1 OSM avranno su un piano fisso passante per SO in- 
clinazioni la prima doppia della seconda. Se tutte le SM sono in un piano, 
nella sezione piana la duplicata di una retta è una parabola (§ 57) col foco nel 
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centro di derivazione 0 ; perciò il cono duplicato di un piano ha una se- 
zione parabolica perpendicolare aliti focale SO , che passa pel foco della 
parabola, esso è (§ 222) un cono di 4." specie. . — La sudduplicata di una retta 
c un' iperbola equilatera col centro O (§ 57), perciò il cono sudduplicato di 
un piano ha le sezioni parallele a due dei suoi assi che sono iperbole equilatere, 
quindi esso è un cono di 2.' specie. — Il Roberls considerò pure un’ altra ma- 
niera di sudduplicazione. — Col mezzo di una derivazione analoga a quella che 
dicemmo (§ 42) sviluppante-caustica, e che consiste a sostituire ad ogni tan- 
genziale l' immagine che dietro di esso, considerato come uno specchio piano, 
forma la retta fissa SO , il Robert s dedusse dai coni di 2.' e di 3.* specie 
rispetto ad un loro asse altri coni di ordine supcriore, le cui tracce sulla sfera 
di centro S egli disse sfera-lemniscate di 2.* e di I.* specie. Veggansi J. 
Liouv. Dee. 1845, X, p. 4SI, N. Ann. Terq. 1848, VII, p. 135, 240, 451. 
1850, IX, p. 441, 309. 

248. Focali e piani ciclici. In ogni cono ditomico vi sono due rette, che 
per avere proprietà analoghe ai fochi delle ditome si dicono focali: pel cono che 
ha le equazioni baricentrale e bariceulrana 

(4) $ + £=5 (2) a'? + b'u'=c'C 

le focali sono 

( f ) [ F(a'^b') , 0 , ±^(iV) ] . 

Sono pure osservabili i due piani 


(c) \Q, C F(a'-V),±bF(c'+a') | 

detti ciclici, perchè le sezioni del cono ad essi parallele sono circolari. — I piani 
ciclici del cono (3) a' x' -+- b' r' ~c'i? 

supplementare (§ 245) del precedente sono 

(O I S(a'-b') , 0 , *F(b'+c') | 
cioè perpendicolare (§ 208) alle focali (/) del cono (4). — Un piano parallelo 
ad uno di questi (c°) taglia il cono (3) in un circolo ed il cono (4) in una di- 
toma reciproca del circolo, c che perciò (§ 473) ha un suo foco nel centro di 
reciprocità, che è la projezione sul piano dei vertice S del cono, ossia T in- 
tersezione del piano colla focale (/) ad esso perpendicolare; dunque: Ogni 
piano perpendicolare ad una focale taglia il cono in una ditoma, che ha un 
foco nella focale stessa. 
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219. É facile riconoscere che nei coni di 3.* specie i piani ciclici sono per- 
pendicolari a due generatrici del cono stesso ; e che nei coni di 4.* specie le fo- 
cali sono perpendicolari a due tangenziali. — Le focali hanno rispetto al cono 
i piani polari 

| c’ FQf—V) , 0 , ^a' r{b'+c') | ; 

ed i piani ciclici hanno le poliche 

[ 0 , bF (a 1 — b') , c F(a'+c') ] . 

S' intende da sè che quelli e queste sono rispettivamente perpendicolari alle po- 
liche dei poli ciclici del cono supplementare ed ai polari delle sue focali. 

220. Intorno alle proprietà dei coni ditomici sono da consultarsi : Steiner. 
J. Creile, 1827, li, p. 45 ; Bull. Feruss. nov. 1827, Vili, n.° 267. — Cha- 
slcs, Recherches de Géom. pure, Rruxell. 1 829; Bull. Fe’r. janv. 1 830, n.° 8; 
M. sur les propr. des cónes du 2.' degré, Mém. Acad. Bruxelles, FI 1830; Corr. 
Quel. VI, Bull. Fér., aóut 1831, n.“ 65. — Gudermann, J. Creile, 1830, VI, p. 
244; Bull. Fér. 1831, XV, p. 75; J. Creile. 1831, Vili, p. 160, 1834, XIII, p. 
262. — Chaslcs, Mém. sur les coniques sphériques 1835; J. Liouv. 1836, I, 
p. 234, 1838, HI, p. 14, 102. — Terquem, J. Liouv. 1838, 111, p. 99. — 
Borguel, N. Ann. Terq. 1848, VII, p. 147, 174. — Gudermann, J. Creile, 
1849, XXXIX, p. 42. — Tortolini, Annali, 1850, 1, p. 471, 510. - Rubini, 
Ann. Torlo!., giugno 1854, V, p. 216; N. Ann. Terq. 1855, XIV, p. 239. 

221. Cangiamento delle coordinate. I,’ equipollenza 

SM- x. SA 4- r. SB -+- z. SC-.v'. SA' -f- r . SB'-f/. SC 
rende palese senza bisogno d’ alcuna considerazione geometrica come si possano 
mutare gli assi coordinati SA SB SC . Considerando il caso che le rette 
SA SB SC sieno tra loro eguali ed ortogonali, e ad esse vogliansi sosti- 
tuire SA' SB' SC' esse pure uguali ed ortogonali; se 
SA' —a. SA + /S. SB -t- y . SC , SB' = «,.SA-|-/9 ( .SB-i-> v SC , ecc. 
sarà 

X=*x’+a l r'-f- «,/ , T— 0x! 4-/3/ -M,/ , + , 

che sostituiremo nella data equazione baricentrale F(x,r,z) — 0 di un 
cono. — Se questa sia del 2.° grado, cioè 

ax'-hfxr-^-exz 
(1) +/xr+b r'-f- drz 

-t-exz-f-drz-+-cz‘ = 0 
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c si voglia ridurla alla forma canonica 

(2) AX n + A t T ,, +A t 2r=0 

si ha 

e mediante le note relazioni 

+ — 1 , ec. , a -h a' { , ec. , 

**,-\-$&, + yy l — 0 , ec. , ai 3 <*,£, — 0 , ec. 

si perviene alle tre equazioni 

(3) a a -f - e y nz a a , fa b @-)-dy — @A , c*-t-d@-t-cy^yA , 
le quali per poter sussistere insieme richieggono che si annulli il determinante 

a ~ A ' / ' ' ! = (a—A){b—A)(c—A) — cf(a—A) — e\b—A) — 

’ ’ / ’ I -r(^)+2Je/-0 . 

e , d , c — /<, 

Questa equazione ha sempre tre radici reali (Spos. dekrm. Mem. Voi. VII, 
§ 44), che sono i valori di A A, A t ; trovata A due fra le (3) uni- 
te colla ’-hj. 1 — d servono a determinare « $ y ; similmente 

A, determina a, 0 t >, , ed A, dà a, /S t j- t . 

222. Se 1’ equazione (4) ha una radice nulla, cioè se l’ Ilessiano è nullo, 
il cono si riduce a due piani reali od immaginarli. — Se le radici sono tutte tre 
di egual segno la superficie è immaginaria. — Se due radici sono eguali il cono 
è di 1/ specie. — Se due radici hanno la somma nulla il cono è di 2/ specie; 
ciò avviene quando il vertice del cono ha per proiezione sul piano d’ una sezio- 
ne parabolica il vertice della parabola stessa, perchè allora 1’ equazione 
(1) — r 1 - t-2exz— 0 conduce alla (4) — a' — A'+e'(i -hA) — 0 , 

che dà ai tre coefficienti A A t A, i tre valori — 1 , e , — e . — Se 

la somma di due radici è uguale alla terza il cono è di 3.* specie, giacché posto 

A — — , , A t — , A t — -f la A — A t -+-A t da — p- jp ; ciò 

avviene- quando si cerca (§ 216) il cono inverso del piano 2eX-j-2dy~-az—() 
rispetto all’ asse SC , poiché si trova ax‘-haX , +2eXZ-h2dxz—0 , da 
cui viene — A* -+- 2 a A % 4- (d*-4-e‘ — a') A — a (tf+e') — 0 , quindi 

A~a~A t + A t . — Se tra i valori inversi - , - , - uno è uguale 
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alla somma degli altri due il cono c di 4.* specie; tale è il caso del cono dupli- 
cato del piano (§ 217) — t' 4-2ex^-t-eV~0 le cui sezioni perpendi- 

colari ad SC sono parabole col foco sulla SC , giacché la (4) 

(e* — A)(A-t-.i')-ì-e'(i — 0 dà - — — 1 , perciò ponendo 

d d f d f 

(§213) c’^1 , a.' — — - sarà c'~a' — b' . — Se è nulla la som- 

J I 

ma delle tre radici, oppure la somma dei loro valori inversi il cono c di 5.” op- 
pure di 6.* specie. 

223. Del cangiamento delle coordinate trattarono: Jacobi, J. Creile, 1827, 
II, p. 188, 228, 235. — Cauchy, Exerc. de Malli. 1829, IV, 42.' livr. 
p. 140. — Grunert, J. Creile, 1831, Vili, p. 154. — Frankenheim, ivi, 
p. 178. — Piota, Opusc. Matem. Milano, 1832, I, p. 209; Mem. Soc. hai. 
XXIV, I, p. 57. — Jacobi, J. Creile, 1834, XII, p. 1, 1836, XV, p. 309. - 
Lebesgue, J. Liouv. sept. 1837, II, p. 337; N. Ann. Terq. 1850, IX, p. 46. 
— Rodrigucs, J. Liouv. nov. 1 840, V, p. 385, § 18. — Cauchy, Exerc. d An. 
et de Ph. 1841, II, p. 273. — Saint Venant, J. Liouv. juill. 1844, IX, 
p. 270, 310. — Jacobi, J. Creile, 1845, XXX, p. 46. — Cayley, J. Creile, 
1846, XXXII, p. 119. — diclini, Racc. scienL Roma 1849. Sud uso siste- 
matico ccc. — Dedekin, J. Creile, 1855, p. 272. 

VI. 

CALCOLO DF.l QUATERNIONI. 

224, Il metodo delle equipollenze (§ 25) serve ad esprimere le relazioni 

di grandezza c di posizione delle rette poste in un piano, in guisa che le figure 
piane sono poi sottoposte ad un facile algoritmo, nel quale pia nou occorrono 
le considerazioni geometriche : 1' Hamilton inventò un calcolo affatto speciale, 
che almeno in parte ha per le figure a tre dimensioni i vantaggi del metodo 
delle equipollenze pel piano. Non mi farò qui ad esporre dettagliatamente il 
calcolo del Geometra Irlandese, che mi stndiai di spiegare in una memoria in- 
serita nel Voi. I, Serie II (1859) della Società Italiana, accennerò soltanto le re- 
gole dell' algoritmo ed il suo significato. Coi tre simboli > r , > r , > r . indi- 

cherò i tre Hamiltoniani i j k , cioè tre rette uguali all’ unità tra loro 
ortogonali, e che per fissare le idee supponiamo la orizzontale rivolta 
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verso 1' Est, la /, orizzontale verso il Nord, e la verlirale versolo 

Zenit ; secondo i principi! del metodo delle equipollenze la 

OM iif.J : ? jr -ì- ? t e 

può esprimere una retta di qualsivoglia direzione, e di qualsivoglia grandezza 
t' (V -f- y x -f- z') . Se ci limitassimo ad adoperare le espressioni analoghe alle 
precedenti, ed a sommarle tra di loro, non si farebbe che esprimere in maniera 
comoda le relazioni dei punti riferiti alle ordinarie coordinate Cartesiane ; giac- 
ché ben si vede che le x y z sono le coordinate ortogonali del punto 
M rispetto all' origine O . 

225. Ecco le regole, secondo le quali si moltiplicano gli Hamilloniani. Il 

quadrato di ognuno di essi è — — 1 , cioè sotto questo riguardo si calco- 
lano come il / ; la cosa è ben differente pel prodotto di due Hamilloniani, 
poiché bisogna distinguere qual sia il primo e quale il secondo dei fattori che 
si vogliono moltiplicare, essendoché c sono due espressioni 

non eguali, poiché anzi sommate tra loro si distruggono, cioè f i / t >r t ~0 : 
i valori di tutti questi prodotti sono i seguenti 

W , 1 '|'| — r J 

1 r/ ( — — — i 

/ ,r — / >r / — — >r 

cui conviene rendersi abituali. Ecco due csempii 

2 / ( 3 /,—/,) — 6 ^+ 2 /. 

-f- 5/, — 4 — 7 — \ 0/, — 8/,-t-l 4 — — 5 — \ 5/, — 31 — 7 . 

I trinomi!, i cui termini sono rispettivamente moltiplicali per uno dei tre Ha- 
miltoniani /, > r i , li diremo trinionì-, diconsi quaternioni i quadrino- 
mi! che contengono eziandio un termine reale, cioè senza alcun Hamiltoniano: 
del resto col nome di quaternioni non si escludono i trinionì, i quali sono qua- 
ternioni colia parte reale nulla ; così pure in un trinione potranno mancare uno 
o due termini senza che perciò si cessi di dirlo trinione. 

226. Dal prodoito di due trinioni nasce un quaternione; se si cangia l'or- 
dine dei fattori, i due prodotti che ne risultano hanno la medesima parte reale, 
mentre i termini contenenti gli Hamilloniani hanno segni opposti ; due quaternio- 
ni che hanno tale relazione diconsi tra loro conjuguti. Così, per esempio, i 
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due quaternioni 

— , —13 — 3/,— 2/ t 
sono tra loro conjugati: il primo eguaglia il prodotto 
(2/-3/,-t-/,)(2/-3/,) , ed il secondo è =(2/ -3/,)(2/ -3/,+/,) . 
— 11 conjugato di un trinione c il trinione stesso col segno cangiato, giac- 
ché esso non contiene parte reale. — Anche i quaternioni si moltiplicano tra 
loro colle solite regole, per esempio 

(1) (2— /,— 3/,)(4+2/— 3/,)=4— 6/,— 42/, . 

Cangiando 1' ordine dei due fattori il prodotto cangia essenzialmente 

(2) (4+2/ -3/, )(2-/,-3/,) =4+42/— 6/, . 

Si ha peraltro il teorema, che comprende il precedente : Il prodotto di due qua- 
ternioni diventa il proprio conjugato, quando ai due fattori si sostituiscono i 
loro conjugati e nello stesso tempo il primo diventa secondo ed il secondo 
primo. Così, per esempio, la (4) dà 

(4— 2/ 1 +3/,)(2+/,-t-3/,) = 4-t-6/,+4 2/, 
c la (2) dà (2+/,+3/,)(4 — 2/,+3/J = 4 — 4 2/,-t-6/, . 

227. Corollario, il prodotto di due quaternioni tra loro conjugati è con- 
iugato di sè stesso, perciò esso c unicamente una quantità reale, ed è facile 
vedere che esso è la somma dei quadrati della parte reale e dei coefficienti dei 
tre Hamiltoniani. Questa somma dicesi il quadrato della grandezza del qua- 
ternione ; esempio 

(2 — /, + 3 /,) (2 -t- /, — 3 / J = 4 + 4 +9=44 

A 44 è la grandezza di ciascuno dei quaternioni tra loro conjugati 
2 — /, + 3 /, , 2 + /, — 3 /, . Così pure il quadrato della grandezza del 
trinione 5 / ( — 2 /, -4- /, è 30 . — Un trinione od un quaternione dicesi 
unitario quando la sua grandezza è ugnale all’ unità. Giova osservare che la 
somma dei coefficienti degli Hamiltoniani nel prodotto di due trinioni 

K + fjr, -t- /, *,) (/+,+ r % r, + -\) 


eguaglia il determinante 


i t t 

*. ». 

*1 y« 


se i fattori sono quaternioni bisogna 


aggiungere a tal determinante i prodotti di ciascuna parte reale per la somma 
dei coefficienti degli Hamiltoniani nell’ altro quaternione. 
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228. Teorema. In una equipollenza Ira due prodotti di quaternioni uni- 
tarli il fattore piu a sinistra di un membro può trasportarsi a fattore a sini- 
stra dell altro membro, purché si muti nel suo conjugato ; io stesso può farsi 
de! fattore più a destra di un membro portandolo a destra dell altro membro 
e mutandolo nel suo conjugato. Cosi se con a, b t ecc. s' indichino altret- 
tanti quaternioni unitari!, e la caralterislica rj serva ad indicare il conjuga- 
to, 1' equipollenza a 1 b 1 ~c,d i porta di conseguenza le 

a^=zc,d/i b 1 , cic f .o 1 =zdf>b, , cj d, . cj c, . a^zzct b, , cj d r c'i c,.af t ~ì , ec. 

E un corollario di questo teorema quello già dato al § 226, per cui se ajb^zc, 
è cjc,~cjé f . rja^ . Questo ultimo teorema vale anche se i quaternioni 
non sono unitarii; ciò risulta dall'altro teorema: La grandezza del prodotto 
dei quaternioni eguaglia il prodotto delle loro grandezze. 

229. Si dice quoziente a q : b , di due quaternioni quel quaternione, che 
preso per primo fattore il secondo fattore essendo il divisore é, dà per prodotto 
il dividendo a , . Cioè se 

a, :b,~c, si ha a f —c,b, . 

Se il divisore b, sia unitario pel teorema generale del § 228 la afZZcfi, 
dà a, cj b, — c, , perciò 

a,-b, — a,rib, 

formula molto importante, perchè riduce la divisione dei quaternioni alla molti- 
plica tanto più facile. Quando b , non è unitario, la precedente formula si 
cangia nell’ altra 

a , : b, ZZ a, cj b, : gr* é, 

dove b,~ b'Cjb, segna il quadrato della grandezza del quaternione. 

230. Esposte le regole di calcolo, indichiamo adesso il significato geome- 
trico dei quaternioni. Supponiamo che tutte le rette partano dal punto O , e 
che la figura appartenga tutta ad esso punto ; del resto le considerazioni stesse pos- 
sono trasportarsi allo spazio, poiché ad una retta può sempre sostituirsi una sua 
equipollente (§ 5) ed anche ad un angolo può sostituirsi uno di eguale posto in 
piano parallelo. Un trinione (§ 224) esprime una retta passante per O , 
che diremo un radio ; se il trinione è unitario la retta diventa un raggio della 
sfera di raggio zz 1 . Cosi i raggi qualisivogliano OA OB ecc. sono 
espressi dai trinioni unitarii A, B, ecc. L’ angolo AOB che s intende 
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preso dal raggio OA al raggio OB è espresso dal rapporto B, : A, dei 
due trinioni, cioè dal quaternione 

B, : A, , che dicemmo (tj 229) essere ~B,.cjA, . 

L' angolo BOA eguale al precedente ma di opposta direzione è espresso da 
A, : B, “ A, cj H, , che pel § 226 è il conjugato del predetto B,ciA, . 
Sesia y la grandezza dell' angolo AOB il quaternione y,~B,:A, è 
della forma cos y-\- scn y. y, 

cioè la parte reale è il coseno dell’ angolo AOB , ed il rimanente è un tri- 
nionc unitario y, moltiplicato pel seno dell’angolo AOB ; inoltre questo 
trinione unitario esprime un raggio perpendicolare al piano dell' angolo e tal- 
mente diretto che intorno ad esso la rotazione da A a B (minore di i 80°) 
ì positiva. 

231. Un quaternione non unitario, cui può sempre darsi la forma 

r (cos y -f- y , . sen y) 

rappresenta un biradiale, cioè il rapporto in grandezza ed in posizione di due 
rette OA OB , le cui grandezze hanno il rapporto OB:OAzzr , e 
che comprendono tra loro l'angolo AOB~>- posto in piano perpendico- 
lare al raggio espresso dal trinione unitario y, . 

232. Un trinione, che può considerarsi come un quaternione colla parte 
reale nulla, rappresenta quindi non solo un radio, ma anche un biradiale ret- 
tangolo posto in piano perpendicolare a quel radio. — Un trinione unitario 
elevato alla potenza seconda dà sempre il quadrato — i ; elevato ad altra 
potenza rappresenta un biradiale unitario, il cui angolo espresso in parti di an- 
golo retto eguaglia 1’ esponente della potenza. Cioè si ha per ogni trinione uni- 
tario y, e per ogni esponente a 

yi’~eo3a-t-y l .seoa . 

233. Prodotto dei biradiali. Se ad un biradiale, o angolo che dir si voglia, 
AOB sussegua un biradiale BOC , il cui primo radio OB sia il se- 
condo radio del precedente, e poi sussegua similmente un terzo biradiale COD , 
e cosà in seguito a piacere ; il prodotto dei quaternioni che rappresentano i bi- 
radiali AOB BOC COI) presi in ordine opposto a quello con cui sono 
nominati è uguale al quaternione clic rappresenta il biradiale AOD tra il 
primo e l’ ultimo dei radii, cioè 

COD. BOC. AOB -AOD. 

te 
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234. Trigonometria sjerica. Così in particolare se i lati AB BC CA 
di un triangolo sferico, cioè i biradiali AOB BOC COA , sieno espressi 
dai quaternioni unitarii y, a t /S f , il biradialc AOC sarà (§ 226) 
cj e si avrà 

cj ossia (§ 226) ^rzcj^.cj . 

Eseguendo sulle lettere il solito cangiamento ciclico <t/3y * . . . questa for- 
mula dà la 

(O > f =ej« f .ci£ f 

ed un' altra di analoga. Indicando coi trinioui unitarii A, B, C, i raggi, 
che terminano ai vertici del triangolo sferico, si ha y 9 — B,'.A, , alla qual 

equipollenza possono darsi le tre forme 

(2) — , (3) J- f — — B,A, , (4) A,— B,y, , 

nelle quali si può eseguire il cangiamento ciclico sulle lettere A B C ed 
insieme sulle a /S y , e così otterremo le (2') (2") (3') (3") (4') (4"). 
Se si conoscano A, B, la (3) darà y 9 , da cui osservando che 
(5) y t “ eos y -4- y,. sen y 

si deduce non solo il valore y dell’ arco sferico AB , ma eziandio il rag- 
gio rappresentato dal trinione unitario y, , il cui punto estremo è il polo 
positivo dell' arco AB . Gli estremi dei raggi y, a, fi, sono i vertici 
del triangolo sferico supplementare del dato ABC , i cui lati vengono 
espressi da A, B t C f quaternioni unitarii che contengono i trinioni A, 
B, C, , sicché si hanno le formule analoghe alle precedenti 

(6) y, — A,0. , (7) A, — — y,0, , (8) $, — y,A 9 

(9) A 9 — cos A -+- A,, sen A , (40) C,— cj A,, cj B q , 

gli angoli ABC sono gli angoli esterni del triangolo sferico ABC. — Si 
noti che i trinioni appartenenti ad un angolo e ad un lato adjacente, come, per 
esempio, A, e /S, , sono sempre tra loro perpendicolari, perchè $, è l’as- 
se dell’ arco CA , che passa pel punto A estremo del raggio A, . La 
condizione che due trinioni esprimano due rette perpendicolari è data, in forza 
delle (3) (5), dall’ essere nulla la parte reale del loro prodotto. 

235. Supponiamo, per esempio, che in un triangolo sferico sia dato l’an- 

golo esterno A , ed i due lati adjacenti $ y ; poniamo per semplicità 
A,~ ; cioè prendiamo per / ( il raggio che va al punto A , il qua- 
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tendone che esprime quell' angolo esterno sarà 

(9) A t ~cos A -{-Siseri j4 , 

supponiamo che il lato AB sia situato sul piano dei due Hamilloniani 
, sicché sia y,— ? ì , e 

(5) > t = rosj.-f-/ | . 6 en> ; 

avremo pure 

(8) fi,~y,A 9 ~ /j.eos/l-f- ^.sen.^ 
poi (5") /S J “eos/8-t-seB/S( ) r j cos/<+ /,sen A) . 

Espresse cosà tutte le parti note del triangolo sferico ne verrà 

(1 ') a, ~ cj fi r cj y,~ (cos fi — ^sen/Scos A — >'' t sen^scn/<)(cosj- — /j.senj) 

~cosficosy — sen/3senj.cos^-f-)r i sen/Sscnj.scny# — ^^n/Scosj.eos ^ — f wnPwysmA 

— j^cos^Sseny , 

quindi per la (5') a, zz co# a + a,, sen a risulta la nota relazione 

cos a “ cos fi cos y — scafi seay cos A . 

La precedente (<') poteva anche dedursi dalle (2) b, ~ cos y / sen y 
(4") C, — A,fiq — cos fi — / ( sen fi cos A-]- sen fi sen A 

e (3') a,~ — C,B, . — Introducendo nei calcoli 1’ angolo B e il lato 

a si ha 

(6') a,— B, y,— (cos B -t- B,. sen B) > r ,— cos B — f t cos y sen sen y scili? 

(2 ) Cg^a f jJ,~(cosa-i-> , " 1 scnasenj.seda — /^onacosj-scni? -f- /^cnacosfl) (y^cosy-f- 

+>r t scn>.) 

— feosacosy — •/ l senasenj-cosB-(-) , ' t cosasen}.-f-> r ,senaco*),cosB-t->i' j senaseoi? 
e dal confronta dei due trovati valori di C, si ottengono le equazioni fonda- 
mentali della trigonometria sferica, cioè 

sen fi sen •/ — sen a sen B 

sen fi cos A -f- cos a sen y sen a cos y cos B — 0 , 
questa mediante la precedente diventa 

ct « al g> , j o 

cos m cos y 

facile da ritenersi a memoria considerando 1’ ordine, con cui si succedono gli 
clementi a B y A . 

236. Movimento istantaneo dei corpi. Adoperiamo il calcolo dei quater- 
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nioni alla dimostrazione dell’ elegantissima teoria sulla rotazione istantanea dei 
corpi data dai celebri Geometri Cliaslcs c Poinsot. 11 moto istantaneo di un 
corpo è sempre riducibile in un solo modo ad una rotazione infinitesima m 
intorno ad un asse OR , che supponiamo parallelo aU’Hamiltoniano /. , 
e ad un molo progressivo ga parallelo allo stesso asse. L' asse della rota- 
zione può trasportarsi parallelamente a sè stesso in un punto A , purché 
si aggiunga un moto progressivo perpendicolare a! piano ORA e propor- 
zionale alla distanza dei due assi. Per dimostrarlo ricorriamo alla regola del 
calcolo dei quaternioni, per la quale la posizione che prende una retta OM 
ruotando del diedro u intorno all’ asse OR^/j è espressa da 

m w 

OM.-z/OM. * . 

che trascurando le potenze superiori di » si riduce, 
posto OMsa:/, j 4- /,/-!- «t",.* , a 

OM,— C* +> r » -f-X*'', (* — > r ,-| ) — OM + : 

aggiungendo a questa rotazione il moto progressivo f si ha 

(1) MM'*( — > r ,r + > r ,- r +> r ,i§') 4 ’ • 

Supponiamo () A ^ r sarà AH* ^ (x — r) -f- ? x y -t- f z , e la rota- 

zione intorno ad un asse All parallelo ad OR trasporterà il punto 
M in M 0 essendo 

AM„^ 0 + /,-f ) AM (4 — AM -+- /, (x— r) » — f t y a ; 

quindi se a MM 0 o; — — r) a> aggiungiamo la traslazione co- 
stante (/, r-h/ l g)a , il punto M verrà come prima in M' . Cosi il 
trasporto dell’ asse di rotazione da OR in AH rese necessario di aggiun- 
gere la traslazione ìf t rai perpendicolare al piano dei due assi. — Questo 
teorema sui moti istantanei rotatorio e progressivo c precisamente identico a 
quello sulle forze e sui giratori (assi delle coppie) pel quale un sistema qualsi- 
voglia di forze e di giratori è sempre riducibile in un solo modo ad una forza 
OR c ad un giratore ad essa parallelo g ; e la forza può trasportarsi pa- 
rallelamente a sè stessa in AH purché si aggiunga un giratore perpendico- 
lare al piano OKAH ed uguale alla forza (che supponiamo ~4) mol- 
tiplicata per la distanza OA delle due rette parallele OH RA . 
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237. Identità tra la composizione delle forze e quella delle rotazioni. 
Questa analogia si estende ad ogni altro caso, e come il predetto sistema 
di forze e di giratori è riducibile in infinite maniere a due sole forze AP BQ , 

m 

così egualmente la rotazione infinitesima e la traslazione (che 

possono supporsi risultanti da un sistema di rotazioni c di traslazioni infinite- 
sime) sono riducibili in infinite maniere a due sole rotazioni intorno agli assi 
AP BQ . — Dato ad arbitrio AP , sia OA la minima distanza fra le 
rette OK AP , e poniamo OAei/,;- .Applicando al punto A ed 
al punto B dato da OBe^- — >T ( p la formula (1) i loro moti infinitesimi 
si trovano espressi dalle 

AA'~(/,r-t- /,#•)» . ( — > r ,P + > r ,^) 4 ' ; 


quindi se la retta AP abbiala direzione /^-f-^p . che è perpendico- 

lare a — /,p -\-I' i g il punto li riceverà il suo movimento BB' me- 
diante la sola rotazione intorno ad AP , e perciò 1* altro asse di rotazione 
dovrà passare per B . £ siccome a sua volta la rotazione intorno a BQ 
dee produrre essa sola il movimento AA' , così la BQ dovrà esser per- 
pendicolare alla , nonché alla retta BOA , e perciò la BQ 

dovrà esser parallela alla — /,$■-(- r . Stabilite così le direzioni degli 
assi di rotazione AP BQ ne determineremo la grandezza in guisa che la 
loro somma-geometrica (composta-equipollente) eguagli 1’ asse dell’ unica rota- 
zione OKis/, , dunque 

(2) . 

' ' r-4-p r-|-p 

Ci rimane da dimostrare che 1’ azione simultanea o successiva di queste due 
rotazioni infinitesime produce su qualsivoglia punto M lo spostamento MM" 
dato dalla (1); ora la succitata regola del calcolo dei quaternioni mostra che 
una rotazione intorno all* asse AP , la cui grandezza stia alla rotazione ai 
intorno ad OK come AP sta ad OK , trasporta il punto M nella 
nuova posizione M® data da 


am" - (i + ? T. ,g - ± £ > -e . * ) am (i — . *) ~ 

v T-l-p , • ' r-t-p t 

tC: A M — ? ,g — r— ai — — a» — | / p — u — g —— a# 

r-Hp ‘ 'r-t-p ~ ’“r-l-p 1 r-f-p 


cioè produce lo spostamento 
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MM* ^[—■r ì g {x— r) 4 - /, g S — /, fy + <r, p (x— r))~- p ; 

similmente la rotazione intorno a BQ produce lo spostamento 

M”M' (j-4-p) — ?, g : — /, ry -+- >r r (x+p)]~ 

e la somma-geometrica di questi spostamenti infinitesimi è appunto la 
MM'~ (/, g — f t y -+- x) a> 

della (1). — Non abbiamo bisogno d'aggiungere che le due forze espresse 
dalle AP BQ ed applicate nei punti determinati da OA^/ ( .r OB^s — /,.p 
danno origine alla risultante OKs^P", ed al giratore g parallelo a questa. 

238. Determinazione dell’ asse di unica rotazione. Molte conseguenze 
trasse il Chasles da questa riduzione di ogni moto istantaneo a due rotazioni. 
Se si conoscano le trajettorie LI/ NN descritte da due punti L N , 
noi possiamo supporre che L N appartengano alla retta AP ( che di- 
cemmo essere arbitraria ), 1’ asse dell’ altra rotazione BQ , che combinata 
con quella intorno ad AP dee produrre il movimento istantaneo dovrà tro- 
varsi sul piano condotto per L perpendicolarmente ad LI/ , nonché sul 
piano condotto per IN perpendicolarmente ad NN' , e quindi ne sarà l’in- 
tersezione ; determinate per tal modo le rette indefinite ALNP BQ ne 
avremo la minima distanza AB perpendicolare ad entrambe, e sapremo che 
il cercato asse OK dell' unica rotazione dee tagliare perpendicolarmente la 
AB . Quindi se si conosca la direzione della trajettoria di un terzo punto 
M combinandolo con uno dei precedenti L N , otterremo la posizione 
dell' asse OK dell' unica rotazione; dopo di che l’ inclinazione su di esso di 
una delle trajettorie MM' darà il rapporto g tra il moto progressivo ed 
il rotatorio. 

239. Fochi e caratteristiche di ogni piano in movimento. Un caso che 
merita osservazione è quello in cui 

(3) r f —g' , 

pel quale i due assi AP BQ delle rotazioni parziali hanno fra loro l’ in- 
clinazione di 90” e rispettivamente coincidono colle tangenti AA' BB' 
delle trajettorie descritte dai punti, che stanno sulla retta AOB perpendico- 
lare agli assi AP BQ nonché all' unico asse di rotazione OK . Per 
ogni punto M del piano ABQ si trova col calcolo che la trajettoria 
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MM' è perpendicolare alla AM , e lo si può facilmente riconoscere osser- 
vando che il moto MM' è prodotto dalle rotazioni intorno alla BQ po- 
sta nel piano, ed intorno alla AP ad esso perpendicolare ; perciò i piani 
normali alle trojetiorie descritte dai punti del piano ABQ passano tutti 
pel punto A , che il Chasles disse il foco del piano. Questo piano gira in- 
torno alla BQ , che perciò ne è la caratteristica , e la BQ gira intorno 
al foco A senza uscire dal piano. — Per un dato movimento istantaneo e 
in un qualunque piano si potrà trovare sulla sua retta OA perpendicolare 
all’ asse unico OK quel punto A , che avrà la traiettoria AA' per- 
pendicolare al piano, e perciò ne sarà il foco. 

240. Pei moti rotatorii si veggano: Prony, J. Ec. polytechn. ai). \ I, II, 
v. p. 191. — Poinsot, J. Ec. polyl. 1806, VI, xiij, p. 206; Bull. Feruss. 
sept. 1830, XIV, n.° 1 2, janv. 1831, n.” 1. — Cauchy, Exerc. de Mathem. 
1826, II, xv, p. 70. — Chasles, Bull. Fer. nov. 1830, XIV, n.° 198. — Guil- 
hero, J. Liouv. 1836, I, p. 309. — Giorgini, Mem. Soc. Ita!. 1836, XXI. 

— Poinsot, Meni. Instilul. 1838, XIV, p. 274. — Mòbius, J. Creile , 1838, 
XVIII, n.° 13. — Piola, Mem. Soc. ltal. 1839, XVII. — Bodrigues, /. Liouv. 
1840, V, p. 385. — Chasles, Comptes rend. 26 juin 1843, XVI, p. 1420. 

— Minich, Atti Isti!. Veneto , lugl. 1844, HI, p. 321. — Sonnet, Comptes, 8 
janv. 1849, XXVIII, p. 43. — Poinsot, J. Liouv. janv. 1851, XVI, p. 35, 
9, ecc. ; Théorie nouv. de la Rotai. Paris, 1851. — Jonquières , Mé/anges de 
Ge'om. pure. Paris, 1856. 


VI. 

COORDINATE PER LO SPAZIO. 

241. Coordinate Cartesiane. Tutti sanno come un punto M si riferisca 
a tre assi coordinati DA DB DC mediante le coordinate x y z ; 
acciocché le equazioni divengano omogenee introdurremo una quarta variabile 
w , cioè supporremo che le coordinate sieno x\w , y\w , z:w , il 
punto M a cui esse appartengono lo indicheremo con 

(x,y,z:w) . 

IJn equazione omogenea tra le x y z w determinerà una superficie ; 


Digitized by Google 



1 28 «POSIZIONE DEI Kl'OVI METODI DI GEOMETRIA, ECC. 

lì ' x y z w possono anche esser date in funzioni di due variabili indi- 
pendenti. Se fossero date in funzioni di una sola variabile indipendente si 
avrebbe invece una curva. 

242. Coordinate P/ucheriane. L' equazione Cartesiana di un piano è 

(C) + + , 

noi lo indicheremo con 

, « , ? : • 

Questo piano taglia gli assi coordinati nei punti P ( P t P, dati da 
I)P - — 4l)A , DP -DB , DP ~ — pDC . 

i j * * u » r 

Un' equazione omogenea tra le £ u £ a determinerà una superficie 
quale inviluppo dei piani. Se le £ u £ » sieno date in funzione di una 

sola variabile indipendente, tutti i piani corrispondenti inviluppano una super- 
ficie sviluppabile, ossia osculano la sua linea di regresso. 

243. Calcolo baricentrico. Dando alle tre rette DA DB DC lun- 
ghezze arbitrarie, viene a formarsi un tetraedro DARC che diremo il tetra- 
edro coordinato ; l’espressione baricentrica 

(■i) Miz.A+j.B-f-z.C-ftt'.D 
Ita il noto significato (§ 92) e serve ad individuare il punto 
( 2 ) (s,y,z^) . 

L equazione baricenlrica di un piano è 

(Q — 0 , 

lo indicheremo con 

. « . C » *1 ; 

esso passa pei punti determinati dalle espressioni baricentriche 
P ( a. A — £. D , P t T- v. B — » D , ecc. 

Si noti che per lo studio delle figure piane valgono (§ 95) i calcoli baricentrico 
e baricentrale; per le figure intorno ad un punto (§ 205) si hanno i calcoli ba- 
ricentrale e baricentrano, e per le figure nello spazio adopereremo i calcoli ba- 
riccntrico e baricentrano. 

244. Calcolo baricentrano. Colle definizioni date al § 204 indicate con 
* 0 y S le facce interne DCB DAC DBA ABC del tetraedro 


Digitized by Google 



DEL M. E. PROF. GIUSTO BELLA VITIS 


Ì29 

coordinalo, il piano j ? , o , £ , *> j sarà dato dall’espressione bariccnlrana 



essendo a b c d le altezze del tetraedro coordinato; potrebbe ambe 
scriversi 

DCB-f-o. DAC-t-f.DBA +*>. ABC 

indicando con DCB , ecc. non le sole facce interne del tetraedro, bens'i le 
facce stesse moltiplicate per numeri proporzionali alle loro aree. Infatti, secondo 

la definizione (§ 204) il piano espresso da ^a-t-^8 passerà per l'interse- 
zione BC dei due piani a S c formerà con essi due diedri, i cui seni 
saranno proporzionali a — , , e se questo piano taglia lo spigolo oppo- 

sto DA del tetraedro nel punto P, è facile riconoscere che, essendo a 
d le perpendicolari abbassate dai vertici A D sulle facce opposte DCB 
ACB , sarà P.-..A — £. D , il che si accorda col § precedente. 

245. Significato delle coordinate baricentriche e baricentrane. Le r y 
~ tv eguagliano le distauze del punto (jr , y , z , tv) dalle facce del te- 
traedro coordinato divise per le altezze a b c d del medesimo, così è 

.r ~\~y ~ -j- tv 1 . 

Le $ u C * sono proporzionali, e possono considerarsi come uguali, 
alle distanze del piano j 5 , o , £ , a j dai quattro vertici del tetraedro 
coordinato. 

246. Condizione di congruenza. La condizione per la quale il piano 
| ? i « » C i 41 j passa pel punto (x , y , z , tv) è espressa dalla solita 

(C) ^x+vy+^z-y-atv—Q ; 

questa relazione tra un piano ed un punto è meno ristretta della congruenza tra 
una retta ed un punto, o tra un piano ed una retta ; nell' esporre 1’ elegante 
teoria del Grassmann sugli allineamenti (Mera. Istituto, Vili, pag. 35) io la 
dissi incidenza , molto più opportunamente la si nominerebbe semicongruenza. 
— Una retta può esser determinata mediante l' intersezione di due piani, ed 
allora la congruenza tra la retta ed un piano si esprimerà mediante la congruen- 
za di tre piani {£ , o , £ , C« . » C» * cioè 

colla condizione che essi abbiano una medesima intersezione, il clic è dato dal- 
1’ annullarsi di due fra i quattro determinanti 

17 
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(•) I 4T. I . I . I «£.*, I 

Che se la retta sia determinata mediante due punti, la congruenza con un piano 
è espressa da due semicongruenze, cioè da due equazioni simili alla (C). — In 
simil modo è espressa la congruenza tra un punto ed una retta, quando questa 
c I' intersezione di due piani ; invece quando la retta è determinata da due suoi 
punti, si tratta di esprimere la congruenza di tre punti, il che c dato da due 
delle equazioni 

( 2 ) I *>\ z i 1=0, | xy^' t |=0, | xz t tv % |=0, | yz t iv t | = 0 

— Finalmente ci resta da esprimere la semicongruenza di due rette, cioè la 
condizione che esse sieno situate su un medesimo piano ; se ciascuna retta è 
data mediante due punti, la condizione che tutti quattro sieno in un piano è 

(3) [ ■*/, -, | = 0 ; 

similmente la condizione che quattro piani abbiano un punto comune c 

(4) 150,0,1=0 ; 

meno semplice è 1’ espressione della semicongruenza di due rette quando una 
è data mediante due punti, e 1' altra è l’ intersezione di due piani. 

247. La distanza di un punto da un piano è uguale (Vegg. § 400) al 
primo membro della solita (C), purché abbiano luogo le convenzioni specifica- 
te nel $ 245 ; ciò vale nei calcoli baricentrico c baricentrano. Per le coordinate 
Cartesiane e Plucheriane il rapporto delle distanze del piano j5, t, ,C:* j 
dal punto (x ,y , z : iv) c dall" origine D (0 , 0 , 0 : 4) è (§ 74) 

5 * J+- o j -t- 5 s -I- u » 

avi ’ 

e se gli assi coordinati sono ortogonali la seconda delle predette distanze è 

Infatti i due piani |5 , « , C : •} , « , C : 0} sono paralleli perchè con- 

gruenti (§ 246) col piano all' infinito jO , 0 , 0 : 4j ; il secondo di quei pia- 
ni non differisce menomamente da quello, che nel calcolo baricentrano applica- 
to alle figure intorno ad un punto D (§ 204) segnammo con {5 , u , Cj > 
c che vedemmo (§ 208) esser perpendicolare alla retta allora indicata con 
[5 , u , C] ossia con DM*v£. DA-f-o. DB + 5 DC , e che ha le equazio- 
ni Cartesiane g=^=^ , questa retta passa per 1' origine delle coordina- 
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te ed incontra il piano + — 0 nel punto 

(«£,««.«• : — 5 * — 1/1 — C) 

che distà dall' origine di to : v' + C) . 

248. Reciprocità , derivazione polare. Colle coordinate Cartesiane c Plu- 
cheriane ortogonali il piano je ./ . g ■ h\ è perpendicolare alla retta che dal- 
1' origine D (0,0, 0:1) va al punto (e,/,g.b) ; di più, le distan- 
ze dall' origine del piano e del punto hanno un prodotto costante; dunque il 
ponto (e ,/, g : fi) ed il piano j e ,f, g - h\ sono tra loro reciproci; 
quindi se si mutano le coordinate Cartesiane nelle Plucheriane, o viceversa, si 
passa da una figura alla sua reciproca. Due figure reciproche sono anche deri- 
vate-polari rispetto ad una sfera col centro D . Ne viene per la derivazione 
di rollineazione (homographie) che mutando le coordinate haricentrirhe nelle 
baricentrane, e viceversa, si passa da una figura alla sua derivata polare rispet- 
to ad un ditomoide convesso (ellissoide, iperboloide a due falde o paraboloide 
ellittico). 

249. Altra interpretazione del calcolo baricentrano. Sia 

(1) « 1 'f,+V>+*.4+«- 0 , 

essendo a' -t- a' -|- a'— 1 , 

I' equazione a coordinate Cartesiane ortogonali di un piano a ; la retta ad 
esso perpendicolare avrà la direzione indicata dall’ equipollenza 

DP - a DA -1- DB 4- a t . DC 

essendo DA DB DC tre lunghezze uguali alfnnità prese sui tre assi coor- 
dinati, ed acciocché il punto P sia il piede della perpendicolare abbassata 
dall’ origine D sul piano a basterà porre 

DP - — d ( a ,. DA -+- a,. DB -fa,. DC) 

perchè i valori x. — — da { , y,— — a‘a t , z Q — —cia i soddisfanno 
alla (1); la lunghezza DP è — , dunque a è la distanza del pia- 
no dall' origine delle coordinate D . Supponendo trasportata l’origine delle 
coordinate nel punto M determinato dall’ equipollenza 

DM ~ x t . DA DB -f- Zr DC , 

1' ultimo termine della (1) diventa a'-ha t x,+a,y c +a,g c ; perciò la di- 
stanza del ponto (*, ,y c , z„ : 1) dai piano a è precisamente uguale al 
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primo membro dell' equazione (i); indichiamo lai primo membro colia lettera 
« . Così pure fi sia ii primo membro dell' equazione 
b l x e + b t y c + b 3 z c -i-b' — 0 del piano fi , essendo b'+ b 3 -yb'—ì ; 
la px-j-qfi—Q sarà l'equazione di un piano che (§ 102) passa per l’in- 
tersezione dei due primi ; inoltre, per quanto abbiamo precedentemente dimo- 
strato, se un punto di questo terzo piano abbia dai due primi le distanze a 
b sarà pa-\-qb~ 0 , se ne deduce che il piano che ha 1’ equazione 

px-y qfi~0 è quello dato dall’espressione baricentrana •Trp.x + q.fi . 
Estendendo queste considerazioni si trova che il piano dato dell’ espressione 
baricentrana 

•r: £. a -4- u. fi -t- C- y -+- ecc. 

è quello stesso clic ha 1‘ equazione a coordinate Cartesiane ortogonali 
%a-\-v fi-y^y + w. c.— O , 

essendo x fi C ecc. i primi membri delle equazioni analoghe alla (1). 

250. Con questo nuovo significato attribuito alle lettere a fi ecc. 
s’ intende che cosa significhi una qualunque equazione anche di grado superio- 
re al primo. Così, per esempio, la 

a fi -f- / 7-tì 0 

dove / c un coefficiente numerico, rappresenta un luogo del secondo ordi- 
ne, il quale comprende le quattro rette d’intersezione di ciascuno dei due piani 
a fi con ciascuno dei due y 5 , ed ogni punto di tal luogo ha le di- 
stanze da quei piani, che, segnate esse pure con a fi y $ , soddisfanno 
alla predetta equazione. (Vegg. § 106). — Quando entrano quattro piani a 
fi y 5 che sicno facce d’un tetraedro, lo prenderemo per tetraedro coordi- 
nato, ed allora invece delle « fi y S possiamo scrivere le coordinate ba- 
ricentrichc ,r y z tv , il cui significato ne (§ 245) differisce soltanto 
pei rapporti costanti a b c d . 

251. Altro significalo dd calcolo baricentrico. Come nel §107 suppo- 
niamo che ciascuna lettera A , ecc. indicante un punto significhi il primo 
membro dell’ equazione Plucheriana 

d% p -\-a ( u, -t- o " C,, - f-1 ~0 

del punto A riferito a tre assi ortogonali, dove £, o. Ce stanno in luo- 
go delle ~ - ~ del § 242, ed u a" d" sono le coordinate Car- 

b ai a u 3 ' 
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tcsianc del punto A . Se in luogo delle u f £ r si pongano le coordi- 

V V 

nate Plucheriane | - — di un piano p { £ « o t ( : * } » *1 primo 

membro A della predetta equazione diviene il valore della distanza del 
punto A dal piano p . Risulta da ciò che il punto dato dall’ equazione 
Plucheriana 

p. A -t- q. B -t- . . . . ~ 0 

(dove in luogo di A 15 . . . s' intendono poste le predette funzioni di £,, 
v r Ce ) è quello stesso dato dall’ espressione baricentrica 

A -t-^.B -t-... 

252. Con questo significato attribuito alle lettere A 15 ... s'inter- 

pretano anche le equazioni di grado superiore; cosi, per esempio, 1 ’ equazione 
Plucheriana 

AB + /C — 0 

appartiene ad un inviluppo della seconda classe (cioè tale che per una retta si 
possono condurre due tangenziali) il quale comprende le due rette AC I5C , 
ed ogni suo tangenziale ha la distanza dal punto fisso C proporzionale al 
prodotto delle sue distanze dai due punti A B . Si paragoni col § 109. 

253. Terza interpretazione del calcolo baricentrico. Possiamo invece 
supporre che ciascuna lettera A ccc. rappresenti il primo membro dell’ or- 
dinaria equazione Cartesiana 

.r/ +jr.' H- z c ' — 2 a' x, — 2 a"y t - 2 d" z c -a~ 0 
di una sfera avente il centro in A ; in tal caso 1’ equazione 

p A + ^Biz: 0 

appartiene ad una sfera, che passa pel circolo d‘ intersezione delle due prime, 
ed ha il centro nel punto dato dall’ espressione baricentrica 

■*p.k-\-q . B ; 

ed in generale il punto espresso da 

M £=p. A -i- 9 . B + r. C -f- . . . , p -f- r -f- .... — 1 
è il centro di una determinala sfera, la cui equazione Cartesiana è 
/».A 4 -?.B + r.C+.... = 0 . 

Inoltre può notarsi come al § 11 1 , che i valori che prendono i primi membri 
delle predette equazioni quando in luogo di x, y c z c si pongono le coor- 
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dinaie Cartesiane di un punto P , eguagliano i quadrati delle distanze tan- 
genziali del punto P da ciascuna sfera. 

254. Piano alt infinito. Il piano, che comprende tutti i punti, che stanno 
a distanza infinita, è nel metodo Cartesiano dato dall’equazione (§ 1 18) tvzz.0 ; 
esso è quello indicato dalle coordinate Plucheriane 

}0,0,0:lj ; 

nel calcolo baricentrico esso ha 1' equazione 

x-t-y-t-z-i-w—Q , 

ossia è indicato dal simbolo jl , 1 , -1 , 1| , ed ha l’espressione baricentrana 

ossia ì'vDCB-f-DAC-l-DBA-l-ABC . 

255. Modo di rendere omogenee le equazioni. Le equazioni tra le coor- 

dinale baricentriche jr y z tv , c quelle tra le coordinate bariccntrane 
{ i, ( * devono esser omogenee; ma siccome le prime sono (§ 245) pro- 
porzionali alle distanze di un punto dalle facce del tetraedro coordinato, e le 
seconde sono le distanze di un piano dai vertici del medesimo, cosi ad esprime- 
re una proprietà del luogo o dell' inviluppo cercalo può presentarsi un’ equa- 
zione non omogenea ; imporla quindi di saperla rendere omogenea. Nel calcolo 
baricenlrico abbiamo supposto che le x y z tv sieno le distanze delle 
facce del tetraedro divise rispettivamente per le sue altezze, sicché per ogni 
punto dello spazio sarà x -t- y + ~ -t- w — 1 , e il primo membro di que- 

sta equazione si adoprcrà in guisa da rendere omogenea rispetto alle quattro 
x y z w un’ equazione che non lo fosse. 

256. Per le equazioni baricentrane imitando il § 144, sia 

n, X' -t- n, y c 4- », -+- n — 0 essendo n' + nf + n' — i 

f equazione Cartesiana di un piano, e per brevità sieno 

(0,0, 0:1) (e, 0,0:1) (J,g, 0:1) (A , / , c : 1) 

i quattro vertici D A B C del tetraedro coordinato, le loro distanze 
dal piano predetto saranno 

n — v , n t e + n = % ,/n ( +gn t + n — u , A »,-+-» = £ , 

con queste cinque equazioni si deggiono eliminare le », », », n , ed 
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otlenerc una relazione tra le coordinate £ v £ » , la quale sussisterà 

qualunque sia il piano. Si trova 

■1 — cos ( b c) -+- tutti i termini analoghi, 

essendo c b a d le altezze del tetraedro coordinato DABC e (hi) 
1’ angolo diedro compreso tra le facce DAC DBA , ecc. 

257. Applicazione. Supponiamo per brevità che il tetraedro coordina- 
lo ABCD sia equilatero, la sfera di raggio r concentrica al tetraedro, 
i cui tangenziali hanno dal punto (4 , 1 , 1 , 1 ) la distanza r , è espressa 
dalla condizione 

4 (5 +■ v -I- C + “) — r » 

e perciò ha 1’ equazione baricentrana resa omogenea (§ 256) 

Se la sfera dee toccare le facce del tetraedro deggiono sparire i termini conte- 
nenti i quadrati delle coordinate, perciò r~ a - , e l’equazione si riduce a 

^ t* —f— 5 C * — 0 

che dà una relazione tra le distanze dei vertici del tetraedro da ciascun piano 
tangenziale alla sfera. L’equazione baricentrana della sfera circoscritta al tetrae- 
dro dev'essere soddisfatta da %~u — £ — a , ai “ 0 , perciò r~*« e 
1 ' equazione è 

£‘-f- v' + £* — £ o — ecc. =zO . 

258. Ordine e classe delle superficie. I gradi delle equazioni baricentrica 
e baricentrana di una superficie ne sono X ordine c la classe, ed indicano rispet- 
tivamente il numero delle intersezioui reali od immaginarie con una retta, e dei 
tangenziali congruenti con data retta. Ogni sezione piana è necessariamente 
dello stesso ordine della superficie, ma differente ne può esser la classe; cosà 
pure ogni cono abbracciatile la superficie (cioè che la tocca tutto luogo una 
linea) è della sua stessa classe e di un ordine generalmente differente : sicché in 
ciascuna superficie algebrica, oltre f ordine e la classe, dee notarsi la classe 
delle sezioni piane e 1 ' ordine dei coni abbraccianti, all' ultimo di questi due 
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numeri il Cayley (J. Liouw juill. 1846, XI, p. 291) diede il nome di rango. 
Seguendo i prinripii per la nomenrlalura raccomandati dal Dupin ( Déve/opp . 
de Geom. 1813, p. 291) una superficie curva non sviluppabile di 
ordine e di classe la dirò un n. Km ° u * e potremo aggiungere 

a sezioni ed a roni Cosi il tetraedroide, di cui la superficie del- 

f onda luminosa è un caso particolare, sarà un tetratomòide-telrattomcnbide a 
coni dodecatomìci. Le superficie del secondo ordine le diremo ditomòidi o 
diuttomenbidi. secondo clic li considereremo come luoghi di punti o come invi- 
luppi di piani. 

259. Po/i, polari, ecc. Rispetto all’ n. Km ’ iU m. numn **’ dato dalle equazioni 
omogenee di c di rn."‘ m ° grado 

— 0 , ?(£ ,o,C,*) — 0 

il punto (*r 0 ,y v , z 0 , n'J ha il tangenziale (§ 63) od il piano-polare (§ 64) 

/; m ■* +/:y+jr * = o ; 

ed il piano j , v 0 , , " a | ha il punto di contatto (§ 74) od il polo (§ 75) 

/ fin ifif uff ' nirt 

W. > ?o > > <p„ ) • 

Oltre a ciò analogamente ai §§ 78, 87 ogni punto avrà per primopolare un 
(n — l).'°““’ u , ed ogni piano avrà per primopolico un (m — 1 )"'°"'““' d ' ecc. Ri- 
spetto ad ogni dilomoidc un punto ha per piano polare quello della linea di 
contatto del cono ahbracciante col vertice nel punto, il quale è a sua volta il 
polo di quel piano. Inoltre ogni retta ha per polare la corda che congiunge i 
punti di contatto dei tangenziali passanti per 1’ altra retta. — Su questo argo- 
mento alle citazioni del § 90 possiamo aggiungere: Monge, Ge'o/n. descript, 
an. VII. — Livct, J. Ec. polyl. VI, xiij, p. 284. — Brianchon, ivi, p. 297. 
— Olivier, ìtali. Fe’russ. janv. 1829, n." 3. — Grassmann, J. Creile, 1842, 
XXIV, N. 21, 24, 1843, XXV. N." 4. — Terqucm, Nouv. Ann. 1850, IX, 
p. 343. — Lcbesgue, A. A. Terq. 1849, Vili, p. 22. 

260. Riduzione delf equazione quadratica. L’ equazione generale di se- 
condo grado è 

a... r* + a,xy-}-a,x z + a^x w 
(I) -4- a,. xy + b t y + b,yz + b,y w 

H- a r x z 4- b c y z -t - c<z r -4— c^ztv 
+ OjX tv b,,y fj z tv 4- d d tv' —0 
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il corrispondente Hessiano ed il suo conjugato sono 

H— | a.b t C c dj l , h~ | \ 

essendo 


a* Ma j j«» Ma 

a.= |6,Ma| , ag— -, 1 'C'Cj , », b c (j , ecc. , 

\iijCjdJ ih bj </j| 

Se la (I) è 1* equazione baricentrica di un ditomoidr, il suo piano tangenziale 
(S,o,C,5) è dato (§ 259) da 

«.•r+o*/+o,-s + Oa^=S , a>x +b i y+b c z + b,,tv — u , ecc. ; 
sicché per la teoria dei determinanti si vedrà che 1’ equazione baricentrana 
della medesima superficie è 

«a £ -+“ 2 Ot /3 £ u -t- ecc. 0 

261. L’ equazione (I) potrà, generalmente parlando, ridursi alla forma 
canonica 


fi\ j* 4- b\y' 4- e',. z' -H d,i ir* — 0 : 

sia 

(1) IT ii,.A+/ t .B+i,.C + ir t .D , J r„4-/ 0 4-4,4-M'„ = l 

il polo del piano m> — 0 rispetto al ditomoide (I); pel § 259 sarà 

(2) , «»r 0 4- b# a +te. = 0 , a^r o 4-ec.=z0 ; 

tutti i punti del ditomoide sono dati da 

M si x. A -+- y. B 4- z. C -1- tv. D sa x. A 4 -y . B 4- z. C 4- D’ 

.r4-^-4-^4-(v— \—x -yy-yz-y vv , 

sostituendovi la (I) ne risultano le 

( 3 ) x — x’ + x^w , y—y’-yy,w , z~z-i-z a iv , tv = tv 0 tv' 
i quali valori sostituiti nella (1) la riducono a 
ajc'+aJy'+ajcz 
(II) •+-n k x'y'-\-b i y'+b r y's‘ 

-t-a.x'z'-+- b.y'z'-\-c c z n —— (fl w x ll 4 -A r , 7 (1 4 - c^+djvJ tvjv'——dl tv'. 

Sia ora 


(4) C , !ts:x,.A 4 - 7 1 .B 4 -«,.C , x t -*-y,4-*,= 1 

il polo della retta ~ 0 tv ~0 rispetto alla sezione del ditomoide fatta 

18 
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dal piano w ~0 ; avremo 

(3) rt.x 1 + fl t / 1 4-a,s l = 0 , o t x t +b,.y t -^b,: t — 0 

e la sostituzione delle (4) nella 

Mìflix*. A -| -fi. B -+- z X. -f- w' . D' ^.r". A -4 -y" • B -+- z . C D' 
darà (6) x’ — x"-> r x l z,y'—y"-y-y i z,z—z t z' 

(che soddisfanno alla x -\-y -+-z' ~ x'-Xy" -hz" ) e col loro mezzo la 
(II) si ridurrà alla 


(III) ny'+ìa t xYXb 0 "'--{a^ l +b r y^c c z,)z/'-d:^ 


t H% I / 

——c„z —d, v 


Finalmente sia 


(7) B' ^ x t . A B , ,r t +y t — 1 
il pillilo conjugato-nrmonico con A rispetto alle due intersezioni della retta 
AB col ditonioide ; sarà 


(8) a.jr,-t-fl 4 J,=:0 , 

e la sostituzione della (7) nella 

AI ^ x". A +y" ■ B+s”. C -f- iv. D' ez x" . A -hy "- B' -+- z". C + w . I)' 
tiara (9) x ~x +x t y , y —y,y , 

che riducono la (III) alla forma canonica 

(IV) <K x'"' -- (, h a- -+- b t y l )y t fi"' - c - d; X' ■ 
la quale Ila luogo quando il tetraedro coordinato DABC è pillare di si- 
stesso rispetto al ditomoide ; cioè ciascun suo vertice è il polo della faccia op- 
posta (Veggasi: Pliicker, J. Creile., 1 842, XXIV, 7, 22, System. (ìer Geom. 
des Baums, 1846). 

262. Generi e specie delie superficie di secondo ordine. Il ditomoide 
ti .r* -f- h fi -f- c z l -f- d iv’ ~ 0 

sarà immaginario se i quattro coefficienti abbiano lo stesso segno; se uno d 
sia nullo si avrà un cono dilomico col vertice D ; se due c d sieno 
nulli, si avrà il sistema di due piani passanti per la retta CI) . Rimangono 
due casi che costituiscono due generi differenti di ditomoidi, I’ uno è quello in 
cui due dei coefficienti a b c d hanno segno opposto a quello degli 
altri due; allora 1’ equazione potrà prendere la forma 

(ax 4- bfi) (nx — by) — ( cz -f- div) (cz — dvv) 
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e sarà soddisfatta dalla combinazione delle due equazioni 

ax -+- by —X (cz -+- dw) , x (tu : — by) ~ cz — dw 
oppure dalle due 

ax -+- by— X (cz — dw) X (ax — by) — cz- 1- dw , 

quindi abbiamo i ditomoidi doppiamente rettilinei. Quando invece tre coeffi- 
cienti hanno lo stesso segno si hanno i ditomoidi convessi. — Tutte le super- 
ficie di uno stesso genere sono tra loro collineari ; c coll’ omologia è impos- 
sibile passare da un genere ad un altro; sono poi della stessa specie le superfì- 
cie tra loro alTini. Cosà si hanno quattro specie di coui ditomici, cioè il cilindro 
ellittico, il parabolico e I' iperbolico, ed un solo cono ( le specie accennate al 
§ 213 ne sono semplici varietà): i ditomoidi doppiamente rettilinei sono di due 
specie, cioè iperboloide ad una falda c paraboloide iperbolico ; finalmente I' el- 
lissoide. I’ iperboloide a due falde, e il paraboloide ellittico sono le tre specie di 
ditomoidi convessi (Mia Geom. descrill. 4831, § 1 6 1 ). 

263. Se nell' equazione (I) (§ 260) le * ^ ~ sicno le coordinate 

ortogonali Cartesiane, dopo fatta la riduzione alla (II) si eseguirà il cangia- 
mento di coordinate dato al $ 221, e si otterrà la forma canonica. Ora la pri- 
ma riduzione non è eseguibile quando sia | | ~0 c nello stesso 

tempo le tre equazioni (2) non sicno riducibili a due sole (giacché in tal caso 
bisognerebbe porre w a = 0 ). Sarà meglio eseguire da prima il cangiamento 

delle coordinate ortogonali (§ 221), sicché ci ridurremo alla 

ti„ j:* b t y' 4-c t c'-f- dj w' -t- 2 (n d x -|- b d y -+- c d c) w~0 

e sarà facile vedere in quali casi non si possano fare sparire i termini conte- 
nuti nelle parentesi; sicché oltre la forma canonica si avranno le due 

b t y ->rC,z'-\-ì «„ x w~0 
b t y' C c z' -t- dj w' ~ 0 

la prima delle quali appartiene ad uno dei due paraboloidi od al cilindro para- 
bolico, e la seconda ad un cilindro ellittico od iperbolico, od a due piani. 

264. Reciproche del Monge. Dando all' equazione baricentrica d' una su- 
perficie la forma 

z—/(x,y,w)=0 , 
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a motivo della proprietà delle funzioni omogenee avremo 

■* — 'J ” x — f 'y — f **'— o , 

quindi il tangenziale (§ 259) sarà 

i -r , -r -r ir + ir - li ; 

posto vv=:i , c segnate con p q le derivate della z rispetta alle due 
x y , si vede che il tangenziale nel punto (x,y,z,i) di una qualsivo- 
glia superficie è 

\—p,—q,\ ,px+qy—z j ; 

sicché f ~ — p , i> — — q , £ — i , n~px + qy — z . 1 ragionamenti 
fatti sulle coordinate hariccntriche possono ripetersi parola per parola sulle 
coordinate Lariccntranc ; quindi ponendo 


»< * = P, - ^ x — —p { , y — — q, , Z=p,t + q,o — *> 


devono riprodurre la relazione da cui si è partiti. — Mutando le coordinate 
baricentriche in baricentranc si passa (§ 248) da una superficie ad una sua de- 
rivata-polare; tali sono per conseguenza le superficie i cui punti sono indicati 
per l’una da (.r ,y , z , 1 , ) e per l'altra da ( — p , — q , I , px-hqy—z) . 

Si vede che ciò ha un’ intima relazione colle superficie reciproche considerate 
dal Mongc. — Anche tra le derivate-parziali-seconde 

nj'z—r , 11,0,5=5 , i ; D , i> ? n„»— s, , !>„*<*= /, 


hanno luogo le osservabili relazioni 
; = - r~~T t ss,Z=.—\—rr~—i—U, , {ri—s')(r,t- 




Veggasi Pliicker, J. Creile, 1832, IX, p. 124. 

265. Campili. Nello spazio oltre le superficie curve che possono conside- 
rarsi come un luogo di punti o come un inviluppo di piani, vi è un altro og- 
getto cui non si diede un nome speciale, c che perciò diremo provvisoriamente 
un campilo; consideralo come un luogo di punti, esso è una curva gobba, con- 
siderato come un inviluppo di piani, è una superficie-sviluppabile. 1 punti di un 
rampilo sono espressi da 


(1) Ma;f.A+/.ll-|-z.C-f w.C , x-hy-hzy-tv — I 

essendo x y z w funzioni date di una variabile t ; le sue tangenti 
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(o generatrici che vogliati dirsi) hanno i punti N dati da 

(2) MNtfstT.dM 

essendo r una nuova variabile, e con d segnandosi la derivata rispetto 
alla t . 1 tangenziali del campilo (ossia i piani osculatori della curva gobba) 
sono indicali da 

(3) | | jtlsd’we | , — | zdwd'x | , | wdxd> | , — | xdjd'a ( ( 
essendo | xdyd'z | ~ xdj'd'x — xdzd'y — j<l.rd 5 a-t- ecc. 

266. II numero dei punti reali od immaginari!, in cui un piano taglia 

una curva gobba, si dirà I’ ordine del campilo, e ne sarà la classe il numero dei 
tangenziali alla superficie sviluppabile, che hanno un punto comune. Se le coor- 
dinate baricentriche sono funzioni razionali della variabile / , 1' ordine n 

è il massimo esponente della / sia nei numeratori sia nel denominatore co- 
mune delle x y z tv ; cosà pure la classe rn è il massimo esponente 
della t nei valori delle coordinate baricentrane £ — | ^'dsd’i*' | , ecc. 

Le sezioni piane della superficie sviluppabile sono curve dell’ ordine r (ge- 
neralmente parlando differente da n ) c della classe m ( che è evidente- 
mente quella stessa del campilo) ; cosà pure i coni, che hanno un vertice arbi- 
trario e per direttrice la curva-gobba, sono dell' ordine n , e della classe r , 
la quale è uguale all' ordine delle sezioni; infatti per ciascun piano passante per 
la retta SI\ e toccante il cono esiste una tangente MN 

della curva gobba MM ( M, , e quindi la SK incontra altrettante genera- 
trici della superficie sviluppabile; a questo r daremo, seguendo il Cayley, il 
nome di rango del campilo. Si confronti e si notino le differenze col § 258. 
— Potremo chiamare il campilo una (il qual nome abbastanza 

si distingue da n.'°“ che disegna una curva piana) del rango r." lm °, 

intendendo con ciò che la superficie sviluppabile ha le sezioni ed i coni, 
che hanno per direttrice la curva gobba, sono 

267. La retta DM prolungata fino ad incontrare in M, la faccia 
opposta del tetraedro coordinato darà 

(4) M ( *f.A-(-y.B-|-z.C 

per f espressione baricentrica della traccia sul piano ABC del cono, che ha 
il vertice D e la curva gobba per direttrice; l’espressione bariccntrale di 
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questo eolio sarà (§ 205) 

(5) m^A'. a-+- r. b-J-z. e 

essendo ni, la retta DMM, ed a b o ire rette tra loro uguali 
prese sulle DA DB DC ; paragonando coll' equipollenza 

DM, - .r. DA + j.DIS -4- r. DC 

si vede che le coordinate karicentrali x Y Z del cono differiscono dalle 
,r y z soltanto per tre coefficienti costanti. 

268. I tangenziali della superficie sviluppabile sono dati da 

(3) p * j. DCB 4- D. DAC + f . DB A + ». ABC , 
perciò essi tagliano il piano ABC in quelle stesse rette, in rui è tagliato 
dai piani 

(6) DCB-f-u. DAC -4- £. DBA , 

i quali inviluppano un cono avente (§ 205) 1 espressione barirentrana 
H K ■rat;, scn BDC. a-f- u ( . sen CDA. /S -+- f,. sen ADB. y , 
paragonando queste due equazioni si vede rhe le coordinate baricenlrane del 
cono 5, o, f, differiscono dalle f- o £ per coefficienti costanti, cioè 
? = £,gr.DA , U =: ti, gr DB , £ = C,grDC . 

269. 1 ritorna ■ triattomenica di quarto rango. Quando le coordinate bari- 
centriche x y z w sono funzioni razionali della t , l' equipollenza 
(I) del § 265 di terzo grado ha la forma più generale 

.. _ a. A -4- W. B -t- c( ! . C 4- rff \ D 
1 “ a-{- ùt~+cl'+'ity ’ 

se cerchiamo soltanto proprietà projellivc possiamo (§ 4 28) includere un coef- 
ficiente costante in ciascuna lettera indicante un punto, sicché l'espressione ba- 
ricentrira della curva diventa 

(1) M^A + /.B-4-/\C-f./ , .D , 
ossia i punti del ràmpiln sono indicati da 

d, /,/’-/') - 

I suoi piani tangenziali si trovano (§ 265) 

(3) | , — 3/* , 3/ , — ì j ; 

infatti i punti infinitamente vicini a M sono dati da 

»r * A-t- / . B + /\ C D + (B + 2/. c 4- 3/’. D) d / -4- (C + 3/. D) d/* 
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essendo Al infinitesima, sicché quel piano comprende tre punti infinitamente 
vicini. La (3) essendo di terrò grado mostra che la superfìcie-sviluppabile c 
triattomenira. — I coni che hanno i vertici in D ed in A e per direttri- 
ce la triloma-gohha tagliano le facce opposte ABC DCB (§ 267) del te- 
traedro coordinato nelle ditome 

(i, /,/,») . (0 ,/, /’,/’) 

le (piali hanno le equazioni baricenlrirhe 

.rz~y' ytvrzz' 

che sono anche le equazioni bariccntrali dei coni stessi riferiti il primo ai tre 
assi coordinati DA DB DC ed il secondo ai tre AB AC AD ; dun- 
que la tritoma gobba è f intersezione di due coni ditornici che hanno la ge- 
neratrice comune y~0 z~ 0 , iuugo la quale il primo cono è toccato 
dal piano , ed il secondo dal piano y~0 ; essi hanno anche ri- 

spettivamente le generatrici 

x~ 0 , 0 ; z— 0 , (v~l) 

che sono tangenti alla tritoma nei punti D A , c nelle quali i tangenziali 

x ~ 0 u’~0 

dei coni sono i piani osculatori della curva. 

270. La superfìcie sviluppabile trialtomenica taglia il piano ABC in 
una curva, che è direttrice di un cono col vertice D , la cui espressione ba- 
riccntrana (§ 268) differisce soltanto per coeffìcienti costanti dalla 
H^t'.a — $t'.@-\-Zt.y , 
cioè ha / equazione baricentrana 

3 ^ = 0 ' ; 

quindi la curva sul piano ABC è una dialtomena (e perciò anche ditoma), 
c la sua equazione baricentrale riferita al triangolo coordinato ABC sarà 
della forma (senza badare al coefficiente numerico) 

xx— r' . 

Similmente si trova che la superfìcie-sviluppabile taglia il piano DCB nella 
diattomena, che rispetto ai lati del triangolo DCB ha I' equazione barircn- 
trale ì li'— x' ; dunque la superficie sviluppabile triatlomenica è genera- 
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ta da un piano che tocca le due ditome 

xz~r' , r»—z' 

aventi la tangente comune r~0 , Z~ 0 , la quale tocca la prima dito- 
ma nel punto 

C e la seconda in B ; 
le ditome hanno anche rispettivamente le tangenti 

A = 0 , J — 0 ; z~0 , 0 

che le toccano nei punti 

A D 

appartenenti alla tritoma. 

271. Mutando / in tA-f oppure iti y-^y. si trova che le espres- 
sioni baricentriche o barirentrane della tritoma-triattomcnica hanno sempre 
eguali forme, comunque sicno scelti i punti A D sulla curva gobba, purché 
sieno AB DC le sue tangenti ed ABC DCB i suoi piani osculatori. 
— Quantunque si venga per tal modo a dimostrare che ogni cono avente per 
direttrice la tritoma gobba ed il vertice nella curva stessa sia diatlomenico, e 
che ogni tangenziale della superficie sviluppabile la tagli in una ditoma, pure 
rimane a trovare la classe di un cono col vertice fuori della curva e 1’ ordine 
delle sezioni fatte da un piano non tangenziale. — Tutte le tangenti della tri- 
toma gobba, cioè le rette che passano per due punti infinitamente virini 
(§ 269) hanno le equazioni baricentriche 

fx — 2/j-fc — 0 , t'y— 2/;4-«' = 0 , 

eliminando la variabile / si ha pel luogo di tutte le tangenti, cioè per la su- 
perficie sviluppabile, 1’ equazione 

(xw-yz)' ~ 4 (yw—z') (xz-y) ; 

che è del quarto grado; dunque (jj 266) la tritoma triatlomenica è del rango 
quarto. 

272. La precedente tritoma triattomenica è di un solo genere, nè credo 
possa dirsi che un punto differisca essenzialmente da un altro. Riguardo alle 
specie si potrà distinguere la specie del § 22, che ha un piano tangenziale si- 
tuato all' infinito, essa sta tra i due sotto-generi distinti dall' avere a distanza 
infinita un solo o tre punti. 
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273. Intorno agli argomenti trattati negli otto ultimi §§ si veggano: Mo- 
bius, Der barycent. Calcul. Leipzig 1827, § 28, — Poncelet, J. Creile, 1829, 
IV, p. ljh Bull. Fe'r. 1829, XI, il! 144. — Chasles, A peri; u, Brux. 1837, 
Nota 33, — Grassmann, J. Creile , 1843, XXV, il! 4, — Saint-Venant, 
J. Ec. polytechn. 1845, xxx, p. 1 . . . Ifi, — Cayley, J. Liouv., juin 1845, 
X, p. 245, aout 1844, IX, p. 285; The Cambrid'. and Rubi. Math. J. V. - 
Salmon, ivi. — Bertrand, Compiei R. 28 ocl. 1850, XXX, p. 623. — Spot- 
tinswoode, J. Creile, 1851, XLII, nZ 38- — Jonquières, Me'langes Paris, 
1856, p. 13, — Terquem, IV. Anna!, 1856, XV, p. 357. — Chasles, Com- 
ptes R. 1843, 10 aout, 1857, XL, p. 189, J. Liouv., nov. 1857, li, p. 397. 
— Cremona, Ann. Tarlai. 1858, L P- >64, 171, p. 278 . .. 295, 1859, li, 
p. 19... 29. p. 65 . . . 81 e p. 201 . . . 207. 

274. Avendo cercato di presentare agli studiosi Italiani i principali meto- 
di di Geometria (analitica credetti opportuno di aggiungere le citazioni delle 
memorie, che almeno in parte io conosco, e che si riferiscono agii argomenti 
da me trattati. Se il mio esempio fosse seguito da quelli che sono bene istrutti 
nelle pubblicazioni matematiche, si potrebbe in qualche modo supplire alla 
mancanza di opere generali, e di repertorii, che facciano conoscere ciò che sta 
nei Giornali o nelle Memorie delle Accademie. Distribuii le citazioni nei §§ 48, 
56, 90, 146, 192, 198, 217, 220, 223, 240, 258, 259, 261, 264, 273, 

piuttostochè riunirle alla fine della memoria come soglio fare. — Fui condotto 
ad usare parecchie parole nuove, nel che mi confortarono le osservazioni del 
Dupin sulle opportune riforme della nomenclatura matematica: prego che non 
si giudichi qualche parola presa isolatamente, bensì tutto 1* insieme; a facilitare 
la ricerca del loro significato gioverà il seguente 

INDICE. 


AUraccianle § 258. Abbreviato (Calcolo) <28. Affini 3JL Algebriche (Curve) <0, KL Atge- 
trico-razionali (Curve) <0. 55,76, <56. <87. Allineamento (l'unto dì) 175. Anarmonico 129. 
Angolo 73,208. Apice 33, 153, <58. Armonici 30, 129. 

Baricentrale 95, 96, <00, 103, <34, 201. Baricentrano. 204, 244, 249. Baricentro c 
baricentrico SO, g2, 92, 95, <00, <07, HO, <20, 133, 243, 25t, 253. Bearai*» 278. Biradiale 
23 1 . Bobiliie* 90, <02, 146. Bacio* SA. Bauscsos <55, <57, 259. Baioscai 81, <82. 

Campili | 265. Cangiamento delle coordinate 122, <47, <41, 221, 248, 2M, Canonica 
221,261. Cardioide 50, 51* Caralleristicu 239. Ctaaor <46. Cartesiane 62. 207. 224, 241. 
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Cassiniana 32* Catenaria 38* Catcrn: 5, 25, 89, 223, 2-ìO. Can.tr 56. 198. 223. 258,266, 
27*. Caustica secondaria 42. Cava 22* Centro 81, <64. Cuasi.ES 1,4, 48, 89, 90, (46, 220, 
2*6, 240, 27*. Cenni 223. Cuoeier 81, <98. Ciclici (Piani) 218. Cicloide &&. Circolo 49, 53, 
t50. Classe 55, 76, 137, 258, 266. Collineari 29, 30, 159. Composta-equipollente o, Concoide 
38, 53. 57. Congruenze 7, 67, 69, 102, 246. Coni 211. Coniugali 37, 226. Contatto (Punto di) 
74, 259. Coordinale baricenlrali 93, 115, 133, 117 ; banccnlrane 204, 244, 249; baricenlri- 
che 92, 133, 243; cartesiane 62, Il 6, 207, 241; centrali 59, circolari 60, ellittiche 6 1 . para- 
boliche 38, pluchcriane 65. Ufi, 242. Cohiolis 92, 146. Correlative 87, 158, 214. Coste 198. 
Cotes 83. Canea 180, Cianosi 273. Curve 38, gobbe 22, 265, Curvatura (Linee di) 56. 

DasDEin tj£ 40, 48* Deviala 223. Derivate 3, 29, 40, 49, 52, 53, 56. Derivate positive o 
negative 47, 57* Derivate-polari 147,248, 264. Diametri 84,82,164. Diallòmene 76,149. Dialto- 
mènici 212. Diallomenóidc 258. Disi 48. Differenziazione 16. Disianze 7 1, 72, 100, 111, 135, 
208, 247. Ditome 63, 76, 149, <51, 154, <59, <61, <62. Dilòmici 212. Dilomòide 258, 260, 
262. Doppio-rapporto <29, 152. Dualità 200. Derni 258. Duplicazione 56,217. Durcken- 
inullcr 2£L 

Ellisse §§ 12, 81,38,53, 54,51* Ellisse sferica 212. Ellissoide 21, 261. Epicicloide 38. 
57 Equipollenze 5, 18, 27, 38. Espressioni <01, <33, <34. Esagono 28. 

FaiaiasaEii § 228. Favie 48. Fillizii (Punti) <70, 17*. Flessi 8j_, <65, 166, 175, 192, 
198,199 Focali 218. Foco 16, 32, 114, 239. 

Gaaiia J SI. Genere delle curve <59,194,262,272. Ceecoske 76, 89, 90, 102, 146. 
lìioEGni 240. Gir alare 236. Gobbe (Curve) 22. 265. 269. Gaissima 5,90,245, 259, 273. 
Gemer 223. Graeeuaas 210, 220. Ginmei 240. 

Haunron, hamilloniani §§ 5, 224. Hesse 146, <48. <92, 198, 222. HiesT 48. Ideale (Apice 
o Secante) 33, 178. Immaginarti 35, 170, 174, 199. Inclinazione 28. 208. Infinito (Retta 0 
Punto alO 118, <27, 179, 188, 254. Inversione 28, 40, 56, 246. Inviluppi 65, 102, 187, 138. 
Involuzione 28, <49, 209 Iperbole 32. Jacosi 198,223. JoacuiusiaiL 90, <46. Josqiiieies 50, 
170,240, 273. 

Lini § 81* Lebbsgib 90, 223, 259. Legiluis 48. Lemniscate 54, 52. Lioctills 48, 56, 
79, 90, 198. Liver 259. Luoghi 62, <02, <36, 139, 140. 

Mac-Licaiit fjlj 81, 89, 166, 167, 170. Metodi i, gl, 128, 133. Mimici 240. Móeics 
4, 30, 92, 95, 140, 240, 273. Movimento istantaneo 236. Mosge 259, 264. Uultipliei 
( Rapporti ) 130, 152. ISawros 82, 180. Olimi 259. Omogenee (Equazioni) 62, 114, 142, 
253. Omologia 159. Ordino 55, 7§i < 36, 258, 266. Osculatrice 63, 

Paou I 185. Pancia 198. Parrò 0. Parabole 15, 34, 38, 49, 52* Piota 223. Pio- 
case 45, 63, 65, 124, 146, 173, <92, 198, 261, 264. Podaire 4L, 44* Poiasor 236, 240. 
Polare 64, 78, 81, 82, 119, 211, 259. Mica 87, 119, 211. Polo 75, 87, 89, 119, 211, 
259. Poscblit 8, 78, 198, 278. Prima-polare 78, 119. Prima-polica 82. Prima-polare-ret- 
lilinea 81, 86, 120. Primo-polare 259. Primo-polo 88,259. Proiettivi 9,28, 91, 128, 129. Peo.rr 
240. Quadrilatero completo <32. Quaternioni 225, 231 Qieteiet 40, 48* 

Rana 48. Radicale (Centro) 1 12. Radio 230. Raggio di curvatura 39* Rami infiniti <79, 
183. Ramano 35* Rango 258, 266, 271. Rapporti proiettivi <30, <52, 196. Reciproche 40, 43, 
77. <89, 248, 264. Reciproco-inverso-reciproca 44, Regresso 165, 175, 198. Rivolta (Punto di) 
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173. Roiikts 48 , 50 , 24 S, 217. Roczicris 223, 240. Rotazioni vcgg. Movimenta. Ronzi 
108, 220. 

Sìikt-Vesìkt §§ 5, 223, 273. Sino» 4, 93, 4 43, 4 16, 492, 4 98. Scacchiere algebrico 
480. Secnnle-coimino 4 40, 453. Somioonjimen;* 240. Serie infinite 484. Serpenteinent 475. 
Sciaci 48. Sfera 200,237. Singolarità 175, 179, 482, 180. Somma-geometrica 5. Sottaci 240. 
Specie 494, 2G2, 272. Spirata logaritmica 52. Smttinswoode 273. Stcucr 3 , 4 , 48 , 81 , 198. 
220. Stelle 429, 432. Station veggosi Roatats. Snnii 48 , 140. Suddnplicale 57, 217. Supple- 
mentari 215. Sviluppanle-cauelica 42,53 Sviluppabili 205. 

Tzliot | 54 » Tangenti 4J, 63, Tangenziale 21 1, 239 Tangenziale (Pietanza) III, 133, 

174. 253. Taaoctn 90. 140. 220. 259. Telraedroiilc 258. Tetragono completo 434. Telr àtomo 
51 ■ 18. Telralombide 258. Telrallimena 70, 108 Tctrailomeuòide 258. Tnoason 0.0. Toarotiai 
48 , 220. Tavasos 198. Trae formala 54. Trasformazione delle coordinale vegg. Cangiamento. 
Trattoria 33. Triangolo coordinato 92, 1 15, 133 Triangolo sferico 234. Triallómena 70, 463. 
Triatlomènica 269. Tricrateri 194. Trinioni 225, 232. Tritarne 'il, 70, 81, 103, 106, 168, 193. 
Triloma gobba triatlomènica 22, 269. Triplicala 51» Turbazione IO. 

Unitario § 227. Velocita 15, Wisrztt 3JL WoarctE 4 46. Wotr 43. 

( Letta il 14 gennaio 1 860.) 


AGGIUNTA AL § 21 8. 

Le equazioni baricentranc di due coni otnofocali (simil cosa potrebbe dirsi 
delle equazioni baricentrali di due coni aventi gli stessi piani ciclici) differisco- 
no tra di loro per un multiplo di 

a — £’ 4- o* -1- C » 

ciò risulta dalle (2) (f) del § 218, e può estendersi a tutte le equazioni a 
coordinate ortogonali, giacché al cangiare di queste non mutasi la funzione 
il . Per tal modo si possono dimostrare i teoremi sui coni omofocali pubbli- 
cati dal Chasles nel Compie rendu 26 mars 1860, L, p. 623. {Atti isti!. Ve- 
neto 18 giugno 1860). 


AGGIUNTA AL § 239. 

Quando il movimento ha luogo in un piano, oppure intorno ad un punto, 
è facile determinare non solo la tangente di ciascuna trajettoria, ma eziandio il 
centro di curvatura — Da quanto riportai negli Atti dell' Istituto ( giugno . 
1859, IV, p. 991) risulta che la tangente c la velocità di ogni punto .\I 
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di un piano è perpendicolare c proporzionale alla sua distanza MO dal cen- 
tro d’ istantanea rotazione O , e la turbazione (§ 1 6) del movimento è 
proporzionale alla retta MU , essendo U un altro punto costante per 
tutti i punti del piano; dal che risulta che se MV è la projezionc ortogona- 
le della retta .MU sulla MO , il centro di curvatura R della traietto- 
ria descritta dal punto M è dato da 

{A) MR~(MO)\MV . 

Similmente se un corpo si muove intorno ad un punto S , il cono de- 
scritto da una qualsiasi retta SM ha il tangenziale perpendicolare al piano 
OSM , essendo SO l'asse d 'istantanea rotazione. Tagliando questo corpo 
con un piano perpendicolare all' asse SO risulta evidente la dipendenza tra 
questo teorema ed il primo fra i due precedenti relativi al moto nel piano. Il 
prof. Minich {Atti, 12 die. 1859, V, p. 183, e 12 marzo 1860, V, 506) sco- 
perse un teorema, pel quale c facile determinare anche l’asse di curvatura SR 
delle trajettorie descritte dai punti della retta SM . Per mostrar meglio la 
stretta relazione tra i due teoremi relativi alla curvatura, eseguiamo sulla rela- 
zione {A) una trasformazione che permetta di applicarla anche alla figura in- 
torno al punto S {Alti, V, p. 196); un facilissimo calcolo (vegg. Atti , IV, 
p. 996 equazioni (7) ed (8)) muta la {A) nella 

fjt\ ^ t ^ 

' ' OM — OV OR ‘ 

Quando sulla retta OU sia dato il punto M„ ed il corrispondente R u 
determinato mediante la 

K) MR-(MO)\MU , ossia la W <4 = ^+^ ’ 

la dipendenza tra IVI ed R può {Atti, V, p. 51 2) stabilirsi, senza ado- 
perare il punto V , osservando che le rette MM 0 RR 0 deggiono incon- 
trarsi in un punto F della retta OF perpendicolare alla ORM . Infat- 
ti chiamate m m 0 r r 0 le distanze OM OM 0 OR OR„ e detto 
a l’ angolo MOM„ , coi metodo delle equipollenze avremo 

OM = 2 : 771 , OM 0 ^m (> /“^/» 0 cosa f m a sena 

nr > «museo a _ m. OM„ — cosa. OV1 

e posto OFzm — 9 

r ut — a» 0 cosa m — m„cosa 
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il punto F apparterrà alla retta MM 0 ; similmente la retta RR 0 pas- 
sa pel punto H determinato da OH ~ JT* t 8 ™ . a _ / , ora essendo 

r * r — r 0 cos * 

OV — OUcos* le ( B ) (j danno 


t t < cos « cos a cos a 



cioè cos*—— cosa , e quindi il punto H coincide con F . 

*o » r 0 r 1 r 

Secondo il teorema del Minich, che io poi dimostrai ( A ili, 45 apri- 
le, V, p. 519 ) mediante il calcolo dei quaternioni, se sia SO 1’ asse di 

istantanea rotazione di un corpo che si muove intorno al punto S , e si tagli 

il corpo con un piano perpendicolare ad SO , ad ogni retta SM de- 
scrivente un cono coll' asse SR corrisponde nel piano predetto un punto 
M , la cui trajettoria ha il centro di curvatura R . E palese che i 
piani SUV ed SOF sono perpendicolari al piano SOMR , sicché 

anche nella figura intorno al punto S vi è una retta SO , che ha uf- 

ficio simile a quello del punto U nella figura piana ; c se nel piano SOU 
si conosce l’ asse SR 0 del cono descritto da una retta SM 0 , in ogni 
altro piano SOMR la corrispondenza fra SM ed SR si potrà deter- 
minare col mezzo dei piani SMM 0 SRR 0 , che deggiono esser congruenti 
col piano SOF perpendicolare ad SOMR . 

Il teorema dà immediatamente anche la curvatura dell’ inviluppo di una 
curva mobile nel piano ; poiché trovato il punto P della curva, la cui nor- 
male passa per 0 , se sia M il suo centro di curvatura in P , il 
corrispondente R sarà centro di curvatura tanto della trajettoria descritta 
da M quanto dell' inviluppo in P . 

Per compiere questa teoria rimane da aggiungere i due seguenti teoremi non 
corrispondenti ( Atti IV, p. 997, § 9, c V, p. 524): Nel piano: se una retta ruota 
e striscia sul punto 0 il centro d’ istantanea rotazione O è situato sulla 
retta DO perpendicolare alla retta mobile, e determinato su quella il punto 
V, in guisa che OV,eiDO , DV, ^2. DO , il centro d’ istantanea tur- 
bazione U sarà situato sulla V ( U innalzata perpendicolarmente alla V t O. 

Intorno ad un punto S : se un piano ruota e striscia sulla retta SD 
1’ asse d’ istantanea rotazione è situata sul piano SDO perpendicolare al pia- 
no mobile, e determinata su quello la retta SV, in guisa che 
2. tgOSV, — — scn (2 OSD) sarà poi SV,U perpendicolare ad SDOV ( . 
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La rotazione 2/ intorno all' asse 

+ al 

eseguita sulla retta 

SM ^ •? l cos m -+■ (/” cos n -(- -f seo n) seti in 
equivale alla rotazione 2 t intorno all' asse 

SR-/, cos r -1- (/ ( cos n -f- / seti ri) sen r , 

purché sia 


se ii m seti r a sen (m — r) sen n , cioè cte m ~ elg r , 

' ' ’ ° a sen n 

( sen m (* sen m sen r . e s 

c t — — - ( — sen m — cos m cos n ) ; 

sen (m — r) sen n sen’ (m — r) ' a 

quindi i punti il cui moto istantaneo è sensibilmente uniforme (rispetto al tem- 
po / ) sono dati da e tg/n~«cosn , cioè appartengono ad un cono di 
3." specie. 


^ CO 7928 
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